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BEVEZETES

1. Bevezetés

A plazmafizika viszonylag 1j tudomaény, kezdetei a XIX. szdzad végére
nytulnak vissza. Magat a plazma sz6t is csak a XX. szdzad els6 felét6l hasz-
néljdk annak a sajatos anyagi halmazallapotnak a jelolésére, melyrdl ez a
jegyzet szol.

Az elmult 50 évben, koszonhetben els6sorban a szabélyozott termo-
nukledris f1ziés kutatdsok sordn elért eredményeknek és kifejtett er6feszi-
téseknek, a plazmafizika jelentés mérétkben fejl6dott és ma mind maga a
plazmafizika, mind a hozzda szorosan kapcsol6dé plazmatechnolégia egy-
re jelent6sebb helyet foglal el a tudomanyos-mfiszaki kutatdsban és fej-
lesztésben.

Ez a jegyzet a plazmafizika, ezen beliil is a magas hémérsékletii plaz-
mak fizikdjanak alapjait targyalja. A targyalds médja olyan, hogy a teljes
megértéshez nélkiilozhetetlen a vektoralgebra és a vektoranalizis eszkoz-
tara, ezért ezt a jegyzetet els6sorban miiszaki (mérnok, fizikus stb.) vég-
zettséggel rendelkez6knek, vagy a természettudomdanyos végzettség meg-
szerzése el6tt dlloknak ajanljuk.

Ebben a jegyzetben értelemszer{ien nincs benne ,,minden” a plazmak-
rél, természetesen nem is lehet. De megtaldlhatéak benne azok az alapok,
amelyekre mindenképpen sziikség van a plazmafizika mélyebb, komple-
xebb teriileteinek megértéséhez. A jegyzet anyagdnak kidolgozasandl az
volt a cél, hogy azt a plazmafizika legkiilonfélébb teriiletein (kozmikus
plazmak, laboratériumi plazmadk, 1ézer keltette plazmadk stb.) is haszonnal
lehessen forgatni és csak annyit tartalmazzon a plazmafizika elemeibdl,
amennyi feltétlentil sziikséges egy specidlisabb teriilet felé torténd tovabb-
lépéshez.

A plazmafizikat sokféleképpen lehet targyalni, bemutatni. Errél a sok-
téleségrol a Fiiggelékben taldlhatd Irodalom tanulmédnyozédsaval is megbi-
zonyosodhatunk. Ennek a jegyzetnek a felépitése rendhagy6 abban az
értelemben, hogy benne kozponti helyet foglal el a plazmék két-, illet-
ve egyfolyadék-leirdsa, mivel a szerz6 meggy6z6dése szerint ez a két el-
mélet mutatja be legplasztikusabban és legszemléletesebben a plazma-
tizika lényegét, azaz azt, hogy a plazma nem mds, mint egy Coulomb-
kolcsonhatés alatt 4116 kollektiv sokrészecskerendszer.



MI A PLAZMA?

1.1. Mi a plazma?

Hétkoznapi értelemben plazmérdl beszéliink, ha egy gdz halmazéllapota
anyag részecskéinek (vagy legaldbb néhany részecskéjének) mozgasi ener-
gidja elegendben nagy ahhoz, hogy mas részecskékkel torténd titkdozések
soran a semleges atomok elektronburkarél egy vagy tobb elektron lesza-
kadjon, és elektronok, ionok és atomok keveréke jojjon létre. Ezt a plazma-
definiciét — bar nem tudoményos pontossdgu — kiinduldsként felhasznal-

juk azzal, hogy kés6bb még megadjuk a plazma pontosabb definicigjat.

Az univerzumban, és igy természetesen a minket kortiilvevé vildgban
is, nagyon sok helyen taldlkozhatunk plazmdval. Az 1.1. dbran lathatjuk
azt a hihetetlentil széles paramétertartomanyt, ahol a plazmaallapot 1étez-
het és ahol a plazmafizika eszkoztara felhasznédlhat6. A vizszintes tenge-
lyen a részecskeszam-stirtiség logaritmusat, a fligg6legesen pedig a plaz-
ma hémérsékletének logaritmusat abrazoltuk.

A plazmafizikdban szokdsos médon a hémérsékletet nem kelvinben
vagy celsius-fokban, hanem a plazma egy tetszbleges részecskéjére atla-
gosan juté kinetikus energidban adjuk meg, amit rdaddsul nem joule-ban,
hanem elektronvoltban fejeziink ki. Ennek megfelel6en 1 eV hozzéavets-
legesen 11600 K hémérsékletnek felel meg. Ez egy kicsit furcsa, de ké-
nyelmes mértékegység, tekintve a plazmafizikaban el6fordul6 esetlegesen
igen magas hémérsékleteket.

1.2. Jelolések

A jegyzetben hasznélt f6bb szimbdélumok és jelolések a kovetkezok:

o — (als6 indexként) részecskefajta (e — elektron, 7 —ion, a — atom stb.),
n, — a szigma tipusu részecske részecskeszam-stirtisége, [m 3],

¢o — a szigma tipust részecske toltése, [C],

T, — a szigma tipusu részecske hémérséklete, K],

#x — Boltzmann-allandé, [1,38 - 10~22J K~ 1],

€0 — a vakuum dielektromos allandéja, [8,85 - 10712 Fm~1],

po — a vakuum permeabilitdsa, [47 - 10~ Hm ™},

2 — a B mégneses indukciévektor irdnydba mutat6 egységvektor.

! A képletek szarmaztatdsanal megtartjuk a Boltzmann-alland6t és a hémérsékletet Kel-
vinben a jobb kovethetéség kedvéért, bar — mint fentebb megjegyeztiik — a plazmafizika-
ban T helyett mindig egyszertien T-t haszndlnak elektronvoltban.
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1.1. bra. Plazmaallapotok az univerzumban

2. Alapfogalmak

2.1. A plazmafizika felépitése

A plazmafizika nehezen épithetd fel axiomatikus rendszerként. Az egyen-
letek levezetéséhez mindig sziikség van néhany a priori fogalom, mennyi-
ség, illetve kozelités bevezetésére, és csak kés6bb, mar az egyenletek bir-
tokdban mutathat6é meg, hogy a priori fogalmaink helyesek voltak. Ennek
nagyon egyszer(i oka van. Egy plazmafizikai rendszer a maga toltott és
semleges részecskéivel, kiils6 és belsd elektromdgneses tereivel annyira
komplex, hogy lefrdsahoz a fizika sokszor latszélag egymastdl tavolalld
diszciplindinak (statisztikus fizika, elektrodinamika, mechanika, termodi-
namika stb.) eszkoztérat is fel kell haszndlni. Ezen tdlmenden a plazma-
tizika felépitéséhez tulajdonképpen nincs is sziikség 1j axiémdkra, azaz
olyanokra, amelyek a fizika mads teriiletein ne fordulndnak elé. Ezért a més



A PLAZMAFIZIKA FELEPITESE

teriiletektdl — els6sorban a statisztikus fizikatol — , kolcsonvett” fogalma-
kat a plazmafizikaban axiomaként kezeljiik.

Klasszikus értelemben vett plazmékrol akkor beszéliink, ha a részecs-
kék zome legalabb egyszeresen ionizilt, és igy a plazma viselkedésének
egészét a toltott és nem a semleges részecskék viselkedése hatdrozza meg.
Nehéz persze meghtizni a vélasztévonalat, hogy mikort6l domindl a tol-
tott részecskék viselkedése, igy az egyszerliség kedvéért feltessziik, hogy
az altalunk ebben a jegyzetben viszgalt plazmdk teljesen ionizéltak, azaz
az ionizaltsagi fok? legyen 1.

A Lorentz-egyenlet és a Maxwell-egyenletek rendszere pontosan el6-
irja minden, a plazmét alkotd toltott részecske mozgasat. A megoldast
onkonzisztens médon kell végrehajtanunk. A Maxwell-egyenletekkel ki-
szamitjuk a toltott részecskék hatdsara kialakuld elektromagneses tere-
ket, majd a Lorentz-egyenlet segitségével térben léptetjiik a részecskéket.
Ha a plazmdban nem csak toltott részecskék vannak, a semleges részecs-
kékre kiilon kell mozgasegyenleteket felirnunk, a semleges-semleges és
semleges-toltott kolcsonhatdsokat pedig valamilyen médon modellezni
(de most ezeket a folyamatokat figyelmen kiviil hagyjuk). Konnyt elkép-
zelni, hogy ~ 10?° részecske esetén az itt vazolt médszer megoldhatatlan
szamitasi feladatot jelent, tehat a plazmdra mint részecskék sokasdgara vo-
natkoz6 elméletet a statisztikus fizika eszkoztardval kell felépitentink.

Definidljuk az f(x,v,t) eloszldsfiigguényt tgy, hogy
dn = f(x,v,t)d3zd®v (2.1)

adja meg a t-id6pillanatban az x és x4 dx térbeli pontok kozott tartézkodo
azon részecskék szdmdt, amelyeknek a sebessége v és v + dv kozé esik.
Most tekintsiink el attél az egyébként egyaltalan nem trividlis kérdéstdl,
hogy mikor rendelhet6 egy rendszerhez a fenti tipust eloszlasfiiggvény, és
egyszertien posztulaljuk, hogy az éltalunk vizsgdland6 plazmak esetében
létezik a 2.1 egyenlet alatti eloszlasfiiggvény (1. szdmu a priori feltevés).

Tegyiik fel tovabba, hogy ,elegend6en sok” részecske alkotja a rend-
szeriinket, és a részecskék kozott ,elegendden sok” {itkozés van ahhoz,
hogy az eloszlasftiggvény id6ben és térben folytonosan, kvaziegyensulyi
moédon véltozzon (2. és 3. szamu a priori feltevések).

Nem kellene sziikségszertien feltenniink, de koveteljiik még meg,
hogy a részecskék nemrelativisztikus sebességgel mozognak és csak elekt-
romégneses kolcsonhatas van kozottiik.

%Az ionizaltsagi fok azt mutatja meg, hogy a plazmat alkoté részecskék mekkora hé-
nyada van ionizalt dllapotban. a = n;/(n; + n.).



DEBYE-ARNYEKOLAS

2.2. Debye-drnyékolas

Tekintsiink egy pozitiv és negativ toltések Osszességébdl 4ll6 rendszert!
Nyilvanvalg, hogy mivel vakuumban a Coulomb-kolcsonhatés hatétavol-
sdga végtelen, egy adott részecskére hat6 eredd erd kiszamitasanal elvileg
annak minden mads részecskével torténd kolcsonhatasat figyelembe kelle-
ne venni. Szerencsére azonban plazméban ezt nem kell megtenni, mert
a részecskék szabad mozgédsa miatt a vdkuumban érvényes Coulomb-tér
modosulni fog, mégpedig tigy, hogy egy adott részecskének csak egy adott
sugard gombon beliil tartézkodé tobbi részecskével vald kolesonhatasat
kell figyelembe venni. Mas szavakkal: plazmaban a Coulomb-potencidl
tavolsagfliggése modosul, a Coulomb-tér a tdvolsdg novelésével gyorsab-
ban cseng le a vakuumbeli inverz tadvolsagfiiggésnél.

Helyezziink a plazmadba egy ¢p pozitiv toltésti probatoltést! Ez a toltés
a plazma elektronjait vonzani, ionjait pedig taszitani fogja. Ennek kovet-
keztében a probatoltés kozelében (mivel a részecskék szabadon elmozdul-
hatnak) az elektronokbdl felesleg, az ionokbdl pedig hidny fog kialakulni.
Természetesen csak addig fognak az elektronok a toltéshez vandorolni (és
az ionok onnan elvdndorolni), amig az ered$ elektromos térer6sség a tol-
tést6l mért bizonyos tdvolsagndl nagyobb tavolsdgokon nulldvd nem va-
lik. Azon a bizonyos tdvolsadgon beliil azonban nem kell nulldnak lennie
az elektromos térnek, kiilonben az odavonzott elektronok és ionok elvan-
dorolnak.

Legyen a toltésvandorlds utan kialakulé elektromos tér potencidlja
¢(r)! Nyilvanvald, hogy egy elektron, amelyik a prébatoltés kozelébe véan-
dorolt, nem marad 6rokké ott, hanem a hdmozgas miatt elmegy onnan,
azonban a nagyszamu elektron miatt (2. a priori feltétel) Gj elektron 1ép a
helyébe, mely a régitdl statisztikailag megkiilonboztethetetlen. Ugyanez
igaz az ionokra is.

A 3. szamu a priori feltétel miatt a részecskék eloszlasa ebben a ¢(r)
potencialtérben Boltzmann-eloszlds, azaz

N (r) = nyoexp (—q,0(r) /KTy) (2.2)

(n00 és T, legyenek homogének). frjuk fel a Poisson-egyenletet a kialakult
potenciéllal és toltéseloszlassal!

V2¢>(r) = QP5 + Z QJnU 5 (23)

10



DEBYE-ARNYEKOLAS

ahol ¢pd(r) a probatoltés toltésstirtisége. Nyugodtan feltehetjiik, hogy
egyetlen probatoltés nem nagyon perturbélja a nagyon sok részecskébdl
all6 plazmat, azaz |¢,¢| < kT,. Ennek megfelelGen 2.2-t kozelithetjiik

Mo g _ B9

-val
No0 KT, ’

amivel a 2.3 egyenlet

V2g(r) = _510 [QP5(F) + (1 - Z;i) qeNeo + (1 — Zl}f) Qini0:| . (24)

Ha a probatoltés behelyezése el6tt a plazma semleges volt, azaz a
nemperturbalt stirliségekre igaz, hogy g.ne.o+¢q;inio = 0, akkor a 2.4 egyen-
let a kovetkez6 alakra egyszertisodik:

1 qp
¢(r) — - o(r) = ——=4(r). 25
V26() = 5300) = ~ 2o 25)
Itt definidltuk az ) )
= > v (2.6)
effektiv Debye-hosszt az egyes részecskék
15
A2 = iofqu .7)
Debye-hosszan keresztiil.
A 2.5 egyenlet megoldésa
_ 4P _r/xp )
o(r) = 2L, 28)

ami a vakuumbeli Coulomb-potencialnél gyorsabban lecseng® potencial-
tér. Lathato, hogy r > Ap tdvolsdgokon a plazma tokéletesen kioltja a
prébatoltés elektromos terét.

Altaldban is igaz, nem csak a prébatoltésre, hogy a plazma Debye-
hossznyi tavolsagokon ledrnyékolja az elektrosztatikus elektromos teret,
feltéve hogy a Debye-hossznak megfelel6 sugart gombon beliil sok ré-
szecske van (kiilonben az egész el6bbi analizisiink értelmét veszti).

A Debye-arnyékolds egy szép példdja annak, hogy a plazma, mint ré-
szecskék Osszessége, mindségileg masképp viselkedik, mint az egyes ré-
szecskék kiilon-kiilon viselkednének. Ezért az 1.1 egyenlet alatti plazma
definiciét agy kell pontositanunk, hogy a plazma pozitiv és negativ toltések
0sszessége, és a Debye-hossznak megfelel sugarii gombon beliil sok plazmaré-
szecske van.

11



KVAZINEUTRALITAS

2.3. Kvazineutralitas

A Debye-arnyékolds bemutatasanal feltételeztiik, hogy a plazma a pro-
batoltés behelyezése (az elektrosztatikus perturbacié bekapcsolasa) el6tt
semleges volt. Most megmutatjuk, hogy ez egy teljesen jogos feltételezés
volt, mert a plazma elektromos semlegessége csak Debye-hossznyi tavol-
sdgokon sériilhet.

Szamitsuk ki annak a maximaélis gombnek a sugarat, amelybdl vélet-
len (termikus) fluktudcié kovetkeztében minden elektron egyszerre elta-
vozhat. Ha ez az eset ténylegesen el¢ is 4llna, akkor az jelentené a kvézi-
neutralitds maximalis sériilését.

Az elektronmentes r sugara gombben visszamaradt ionok dssztoltése
Q = 4mner3 /3, aminek megfelel elektromos tér E = Q /4meor? = ner /3eo.

27

Az elektromos tér energiastirtisége e0 2 /2, azaz a tér teljes energidja

r 2 2.2
maz g0 [y 2nze
W = /0 5 drrddr = wrd 45650 . (2.9

Amikor a kvazineutralitds legjobban sériil, az elektrosztatikus térben ta-
rolt energia éppen a gombot elhagyo elektronok mozgdsi energidja.

2n2e? 4
e Z;L;:O = gan‘ gﬂ'T’?nax (2.10)

Ebbol 7,q,-ra az alabbi kifejezést kapjuk:

T
P2 = 4570, 2.11)
nee
azaz

Tmaz == TAD. (2.12)

Eszerint a plazma kvézineutralitdsa valéban csak néhany Debye-hossznyi
tdvolsagon sértilhet.

2.4. Coulomb-szdras

Korabban feltettiik, hogy részecskéink nemrelativisztikus sebességgel mo-
zognak, ezért ennek megfelel6en kolcsonhatdsukat egymas elektrosztati-
kus, Coulomb-terében val6 szérdsra sztikithetjiik. Tekintstik két toltott ré-
szecske tlitkdzését, mégpedig tomegkdzépponti rendszeriikben (2.1. abra)!
Ebben a rendszerben az F-fel és T-vel jelolt részecskék sebessége parhu-
zamos, és a sebességvektorokat tartalmazo egyenesek tavolsdga legyen b

12



COULOMB-SZORAS

(iitkozési paraméter). Az 1itkozés soran a részecskék sebességvektorai elté-
riilést szenvednek. Jeloljiik a szor6das utdn a sebességvektorok altal bezart
szoget #-val!

2.1. ébra. A Coulomb-szorés

Felirva a szoérdsi folyamatra az energia- és impulzusnyomaték-
megmaraddsi egyenleteket, az eltériilés szogére az alabbi kifejezés adodik:

o qrqr
t — | =—. 2.13
an (2) 4regbuvd (2.13)

Itt p a redukalt tomeg (1=t = m}l + m;l) és vp a részecskék relativ sebes-

sége. Minél kisebb a b, anndl nagyobb az titkozés utan a sebességeltériilés
(@ b = 0 centrélis iitkozéshez 6 = 180° tartozik). Nyilvanvaléan létezik
egy olyan b, jo-vel jelolt {itkdzési paraméter érték, amely esetén az eltérii-
1és szoge éppen 90°. Ennél kisebb {itkozési paraméter esetén az eltériilés
szoge nagyobb (hivjuk ezeket nagyszogii iitkozéseknek), nagyobb iitkozési
paraméter esetén pedig kisebb lesz 90 fokndl (ez utébbiakat pedig hivjuk
kisszogii iitkozéseknek). A 2.13 egyenletbdl azonnal kovetkezik, hogy

arqr
brro = ——. 2.14
/2 471'50/”% ( )
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2

/27
szorasokndl pedig differencidlis hatdskeresztmetszetet adhétunk meg. A
b és b + db titkozési paraméterek kozé esd szoras eltériilési szoge 0(b) és
0(b+db) szogek kozé esik. Ezeknek a sz6rdsi eseményeknek a hataskereszt-
metszete o (b,b+db) ~ 2wbdb. Nagyszogli titkozést természetesen nemcsak
egy nagyszogli szorasi esemény, hanem sok egymast kovetd kisszogti sz6-
rdsi esemény egyiittesen is létrehozhat. Hatarozzuk meg, hogy mekkora
effektiv hatdskeresztmetszettel irhat6 le egy ilyen titkozési sorozat!

A nagyszogli szords hataskeresztmetszete 0,44y ~ b7 ,,, a kisszogii

Természetesen a Coulomb-iitk6zés axidlis szimmetriaja miatt a kisszo-
gli szorasi események eltériilési szogeinek (0;) egyszerti szamtani kozép-
értéke nulla (N az iitkozések szdma), azaz N ! Zf\i 1 0; = 0, ezért ne ezt,
hanem az eltériilési szogek négyzetes atlagat szamitsuk ki. Keressiik a kis-
sz0gli eseményeknek azt az N szamét, hogy Zf\i 1 0? ~ 1 radian legyen!
Mivel 7/2 ~ 1, a kisszogli események sorozata jo kozelitéssel egyenérté-
kiinek vehet6 egy nagyszogli szordsi eseménnyel.

Képzeljiik el, hogy a T jelti részecskén iiliink, és az F' jelti részecskék
veliink szembejonnek v, relativ sebességgel! Ekkor a szembejovo részecs-
kék fluxusa I' = npv,e és t id6 alatt a b és b + db titkozési paraméterek
kozé esd kisszogli szorasi események szama I't27bdb. Ha t*-al azt az id6t
jeloljiik, amely alatt a kisszogli események éppen egy nagyszogii szordst
eredményeznek, akkor

N
1~) 67 =Tt / 27b[A(b)]2db. (2.15)
=1

Ha az iitkozések N szama, ami egy ilyen nagyszogii szérashoz kell,
elegendGen nagy, akkor a I' fluxust és a ¢ id6t egy effektiv hatdskereszt-
metszet koti dssze: o' = t~1. A 2.15 egyenletre pillantva azonnal latszik,
hogy a keresett kumulativ kisszogti hatdskeresztmetszet

= / 27b[A(b)]*db. (2.16)

Az integralés als6 hatéra nyilvanval6an b, /5, mivel ennél kisebb {itko-
zési paraméternél mar egyetlen titkozés is w/2-nél nagyobb eltériiléshez
vezetne. A fels6 hatar pedig a kordbban megismert Ap Debye-hossz, mert
az anndl nagyobb iitkozési paraméterek mar semmilyen eltériiléshez nem
vezetnek (a toltések a Debye-arnyékolds miatt nem is hatnak kolcson).

Kis szogekre a 2.13 alatti kifejezés igy kozelithetd:

qr4r
0(b) = ——— 2.17
) = et (2.17)
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azaz

Ap argr \°
o :/ 27b <2> db. (2.18)
b2 2megbuvg
Az integralast elvégezve
A
o =8In [ =2 ) 0pagy, (2.19)
bﬂ'/2

ahol 0y4gy a by /o paraméterhez tartozé nagyszogli szords hatdskereszt-
metszete. Lathatd, hogy a kumulativ kisszogd szoérdsokhoz tartozé ha-
taskeresztmetszet lényegesen nagyobb az egyetlen nagyszogii szords ha-
taskeresztmetszeténél. Pontosabban csak akkor lényegesen nagyobb, ha
Ap/br/a > 1. De mivel gr = qr esetén b,y = 1/(2n)\%), ez a feltétel
egyenértéki a n\}, > 1 feltétellel, ami a korabbi fejezetekben mondottak
szerint — marmint hogy sok részecskénk van — nyilvanvaléan teljesiil.

Onagy €rtékét behelyettesitve,
1 2
ot = — <QTqF2> In <D> (2.20)
27 EQM bTr /2
adodik.

A legfontosabb észrevétel a 2.20 kifejezéssel kapcsolatban az, hogy a
kumulativ kisszogti Coulomb-sz6rdsok, vagy — a nagyszogti szorasokat a
fentiek miatt elhanyagolva — egyszertien a Coulomb-sz6rds hatdskereszt-
metszete a relativ sebesség negyedik hatvinydval forditottan ardnyos. Forrd
plazméban vg igen nagy, azaz ¢* nagyon pici tud lenni. Olyan pici, hogy
a Coulomb-szérés sokszor elhanyagolhat6é mas folyamatok mellett. Hogy
valéban el lehet-e hanyagolni a Coulomb-szérast, ahhoz vagy a szérdsi ha-
taskeresztmetszetbdl szamithat6 v iitkdzési frekvenciat (v = o*nv), vagy
két titkozés kozott a részecskék 4ltal dtlagosan megtett [ szabad tthosszat
(I = 1/(0*n)) kell 6sszehasonlitani a vizsgalni kivant egyéb folyamat id6-
és térskalajaval.

Ha a plazmdban a részecskék kozotti Coulomb-széras elhanyagolha-
to, iitkozésmentes vagy idedlis plazmarodl beszéltink.
2.5. Elektron- és ioniitko6zési frekvencidk

Vegyiik azt az esetet, amikor plazmank csak elektronokbdl és azonos io-
nokbdl all. A jegyzetben a késébbiek sordn is gyakran csak két plazma-
komponenst, elektronokat és (egyfajta) ionokat fogunk megkiilonboztetni.
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Tobb plazmakomponensre az analizis persze sokkal bonyolultabb, mint
kettore, de kvalitative nem vezet mas végeredményre.

Legyenek tehat elektronjaink és ionjaink, amelyek kozott az alabbi
négyféle {itkozési frekvenciat lehet megkiilonboztetni:3

1. elektron-elektron iitkozési frekvencia, elektronok elektronokon szoé-
roédnak, ve,,

2. elektron-ion titkozési frekvencia, elektronok ionokon szérédnak, v,;,
3. ion-ion iitkozési frekvencia, ionok ionokon szérédnak, v;;,

4. jon-elektron titkozési frekvencia, ionok elektronokon szérédnak, v;e.

A semleges gazok kinetikus elméletébdl ismert, hogy ha egy n részecs-
keszam stirliségli gdzban az atomok sebessége v és az atomok kozotti kol-
csOnhatés keresztmetszete o, akkor a v titkdzési frekvencia

UV = nov

alakban adhat6 meg.

Csak nagysagrendi dsszehasonlitast akarunk az iitkozési frekvencidk
kozott, ezért minden frekvenciét v..-vel fogunk 6sszehasonlitani, azzal a
feltevéssel élve, hogy az titkozésekben a relativ sebesség a résztvevék ,ti-
pikus” sebessége, azaz a vy, = (2kT,/ mg)l/ 2 termikus sebesség. Ez per-
sze egy nagyon durva kozelités, mivel o* v—*-el ardnyos, és egyaltalan
nem lehet minden részecskét azonos sebességtinek venni, de ettél most
tekintstink el.

Ha az elektron- és az ionkomponens hémérséklete megegyezik (ez
nem tal erds feltevés), akkor vy, > vr; és vee = 1¢;, mivel a kiilonbség
csak a redukalt tomegek kiilonbségébdl adodik. A hdmérsékletek egyen-
16sége miatt o}, ~ o},, és az litkozési frekvencidk kozotti kiilonbség csak
a relativ sebességekbdl adodik, azaz v;; ~ (m./m;)'/?ve.. Az ion-elektron
titkozési frekvencidra nehéz még durva becslést is adni, ezért inkdbb csak
érzékeltetjiik, hogy a v;e ~ (me/m;)ve. azért helytdllo, mert az elektro-
noknak sok {itkozésre van sziikségiik az ionokat eredeti sebességiikhoz
képest eltériteni, de az ionoknak, sokkal nagyobb tomegiik miatt, a lassa
sebesség ellenére is mar kevés iitkozés is elég ahhoz, hogy az elektronokat
eltéritsék.

A kovetkezSkben definialt {itkozési frekvencidk az impulzusatadds és nem az ener-
ginatadds jellemzd frekvenciaértékei.
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3. Kinetikus egyenlet

Statisztikus fizikai tanulmdanyaink sordn mar megismerkedtiink a fazistér
fogalmdval, most szdrmaztassunk egyenletet a Coulomb-rendszeriinket
leir6 hatdimenzids fazistérben definidlt eloszlasfiiggvény tér- és idébeli
fejlédésére! Tekintsiik a 3.1. dbrat! A részecskék a fazistérben egymas kol-
csonhatdsa alatt, de dnalléan mozognak, ezért az eloszlasfiiggvényt agy
is tekinthetjiik, mint egy , fazisfolyadékot”, melyet a részecskék tsszessé-
ge alkot. A kinetikus egyenlet nem mas, mint ennek a fazisfolyadéknak a
mozgéasat leir6 egyenlet.

i - dv —

-—Xp —

Y
x

3.1. dbra. Az eloszlasfiiggvény szemléltetése

A 3.1. dbran bejeloltiink egy kicsiny fazistérfogatot és néhany részecs-
két, melyek belépnek a feltiintetett fazistérfogatba, illetve kilépnek onnan.
Nyilvdnval6, hogy amennyiben a részecskék kozott nincsenek titkozések,

sz 2

akkor a fazistérfogatban 1év6 fazispontok szdmanak megvaltozédsa éppen

az oda belépd, illetve az onnan kilép6 részecskék szdmanak kiilonbségével
egyenld. Ekkor a be- és kilépd részecskék szamara az alabbi mérlegegyen-
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let adédik:

W(j;:)’t) dzdv = — f(x + dz,w,t)vde + f(z,v,t)v dv
— f(ap + dvt)a(zo + dot) do 3.1)
+ f(.%',’l},t)a(.xﬂj’t) dzx.

Az z 4 dz és v + dv mennyiségeket tartalmazé tagokat Taylor-sorba fejtve
kapjuk a kinetikus egyenlet egydimenzits (egy térbeli dimenzids) alakjat:

U 9w+ 2 =o (32)

ot  Ox ov
Kézenfekv®, hogy ha nem egy, hanem harom térbeli dimenziénk van,
akkor a kinetikus egyenlet igy 4ltaldnosithato:

98,9 (wp+2 . @ap=o (33)

ot  0x ov
Ha plazmank teljesen ionizalt (fziés plazmdknal ez tobbnyire igaz)
és ennek kovetkeztében nincsenek benne semleges részecskék, akkor a 3.3
egyenletben a gyorsulds egyenl6 a Lorentz-egyenletbdl kifejezhetd gyor-
sulédssal, azaz

= LE+vxB) (3.4)
m
A gyorsuldsvektor kiemelhet6 a sebességvektor szerinti derivalds alél,
2 2 _ 9
ov  Ov

mivel a Lorentz-gyorsulds merSleges a sebességre. Az x helyvektor és a
sebesség fliggetlen valtozok, tehat a sebesség (a gyorsuldshoz hasonlé mo-
don) szintén kiemelhetd a hely szerinti derivalas al6l.

Felhaszndlva a kiemeléseket jutunk az {itkozésmentes kinetikus

egyenlet, a Vlaszov-egyenlet kanonikus alakjahoz:
of . of  Of

=0. 3.6

a Y ax T oy (3.6)

Ha a plazmaban titkozések is vannak a részecskék kozott, akkor —

a 3.2. abran szemléltetett médon — a fazistérfogatban nem lesz a részecskék

szdma alland6, hanem a részecskék az titkozések kovetkeztében latszolag

megsemmisiilnek, illetve keletkeznek — legaldbbis az adott fatistérfogat
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] atsz6 eltiinés
kezdetben jobbra mazgo,
gyors részecske
gyars sebességviltozas az litkdzés

kévetkeztében

latszdlagos keletkezés

e

kezdethen jobbra mazgd,

lass részecske

Y
x

3.2. abra. Az titkozések hatdsa az eloszlasfliggvényre

szamara, hiszen a részecskék az iitkdzéseket kovetben masik fazistérfo-
gatban jelennek meg. Ezt a kelt6-eltiintetd folyamatot a kinetikus egyenlet
jobb oldaldn a zérus helyett egy tn. iitkozési integrdllal (vagy mas néven
iitkozési operdtorral) vehetjiik figyelembe.

of of
oY 7Xf T f < ot ) coll G7)

ahol a coll az angol collision sz6bol szarmazik és az titkozésekre utal. Az
titkdzési operator az eloszlasfiiggvény titkozések miatti megvaltozasat ad-
ja meg. Az iitkozési integral konkrét alakja 4ltalaban nagyon bonyolult,
fugg a részecskék kozotti kolcsonhatds természetétdl és hatotdvolsagatol.

Ha tobbfajta részecskét is tartalmaz a plazma, minden részecskefajtara
kiilon-kolon fell kell irni a kinetikus egyenletet és az {itkozési integralban
a kiilonboz6 részecskék kozotti titkozéseket is figyelembe kell venni.

oy ey Ve
o Y o T8 Gy = 2 Coalle) (38)
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Ez utébbi egyenletben az {titkozési integralt >  C,q(f,) alakban irtuk,
ahol C,.(fs) az f, eloszlasfiiggvény megvaltozdsanak rataja az o tipust
részecskékkel val6 titkozések soran (természetesen « lehet o is).

3.1. A kinetikus egyenlet momentumai

A kinetikus egyenlet teljes mértékben meghatdrozza a rendszeriinket,
minden, a plazmat alkot6 részecskék mozgasabodl eredé fizikai folyama-
tot le tud {rni.*

Haszndlata azonban nem egyszer(, els6sorban azért, mert megolda-
sa igen nehéz, szinte minden esetben csak numerikusan, sok-sok kozelits
feltevés figyelembevételével lehetséges.

Madsodsorban azért nem egyszer(i a kinetikus egyenlet hasznalata,
mert az eloszlasfliggvény talsdgosan sok és részletes informéciét tartal-
maz a rendszerrdl. Egy atlagos feladat megoldasanal azonban &ltaldban
nincs sziikségiink ilyen sok ismeretre, és nem is tudjuk az eloszlasfiigg-
vényt kozvetleniil mérni.

Sziikség van tehat altaldnosan hasznalhato, a teljes kinetikus egyen-
letnél egyszertibb, viszonylag kevés megkotést tartalmazo elméletekre.

Az egyik lehet6ségiink az, hogy valahogyan, a rendszer szimmetria-
tulajdonsagait felhaszndlva megprobdljuk az eloszlasfliggvény dimenzio-
szamat csokkenteni. A teljes eloszlasfiiggvény 6 + 1 dimenzi6s a hdrom
térbeli és a harom sebességtérbeli dimenzi6, valamint az id6 miatt. Ha
a rendszeriink valamilyen szimmetriatulajdonsaggal bir, akkor a szim-
metriakoordindta szerint az eloszlasfiiggvény és vele egyiitt a kinetikus
egyenlet kiintegralhat6, igy csokkentve a dimenziészdmot. Az is el6for-
dulhat (és ez a gyakoribb eset), hogy rendszeriinkben tobb, egyméstol 1é-
nyegesen eltér tér- és/vagy idéskalaval rendelkez6 folyamat zajlik, min-
ket pedig csak a lassti és nagy térrészekre kiterjed jelenségek érdekelnek.
Ekkor a gyors tér- és/vagy id6valtozassal bir6 folyamatra dtlagoljuk ki a
kinetikus egyenletet és az eloszlasfiiggvényt (Gn. rendezést hajtunk végre).
Rendezésrél beszéliink akkor is, ha egy fizikai mennyiséget valamilyen
kis paraméter (a rendezd paraméter) szerint kifejtiink, és a szamitadsok sordn
csak a nulladik, els6, masodik stb. tagokat tartjuk meg.5

*Természetesen az iitkozési integrélon keresztiil a kinetikus egyenlet nemcsak mecha-
nikai, hanem példédul atomfizikai folyamatok leirasara is alkalmas.

SEz ut6bbi eljarast hivhatjuk nullad-, els6-, masod- stb. rendi kozelitésnek is, de a plaz-
mafizikdban elszeretettel hasznaljak a rendezés kifejezést.
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Hogy ez az egész ne legyen tul absztrakt, mondjunk egy példat! Tud-
juk, hogy a toltott részecskék magneses térben a magneses indukciévektor
irdnydra merSlegesen kormozgést végeznek (Larmor-mozgds). Ennek a kor-
mozgasnak van egy id6skéldja (a keringési id6) és van egy térskaldja (a kor
sugara). Ha csak olyan folyamatok érdekesek szamunkra, amelyek lénye-
gesen lassabbak, mint a Larmor-frekvencia és lényegesen hosszabb skala-
juak, mint a Larmor-sugér, akkor mindkét skéla szerint dtlagolunk, azaz
ugynevezett drift-rendezést végziink, ha csak a keringési id6 szerint atla-
golunk, Larmor-rendezésr6l beszéliink. Mindkét eljarassal 6 + 1-r61 5 + 1-re
csokkenthet6 a dimenziészam.

Van azonban mds lehet6ség is, hogy a kinetikus egyenletbdl és az el-
oszlasfiiggvénybdl , kezelhet6bb” elméletet szdrmaztassunk. Lassuk, mi is
ez!

Vezessiink be az eloszlasfiiggvény segitségével definialt, laboratori-
umban is mérhet6 mennyiségeket!

Ha az eloszlasfiiggvényt egy adott helyen a sebesség szerint kiinteg-
raljuk, megkapjuk az adott helyen a részecskestirtiséget:

ne(x) = /fg(x,v) dv. 3.9)

Az adott helyen érvényes atlagsebesség az eloszlasfiiggvény sebességgel
sulyozott dtlaga:

e (x) — fvfg(x,v) d3v
0'( )_ na(x) .

A fenti logikat folytatva az atlagenergia az eloszlasfiiggvény sebesség-
négyzettel stlyozott 4tlaga:

(3.10)

f smev? fo(x,v) d3v

N (X)

4o (x) (3.11)
Az iménti eljarast, amikor az eloszldsfiiggvénynek a sebesség egyre no-
vekvs hatvanyaival vett dtlagat szamitjuk ki, az eloszlasfiiggvény momen-
tumai kiszamitasanak hivjuk. Altalaban is egy fiiggvény egyik valtozéja
novekvd hatvanyai szerinti dtlagokat a fliggvény momentumainak nevez-
ziik és beldthat6, hogy (bizonyos analitikus feltételek megléte esetén) az
adott fiiggvényt ekvivalens médon — édltaldban végtelen szdmt — momen-
tumadval is megadhatjuk.

A momentumképzés egyenletekre is értelmezhets, amikor is az
egyenlet mindkét oldalat beszorozzuk az egyenlet egyik fiiggetlen val-
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tozéjaval és ugyanezen valtoz6 szerint az egyenletet integrdljuk. Tegytik
most mi is ezt a 3.8 kinetikus egyenletiinkkel!

A kinetikus egyenlet momentumainak kiszdmitdsanal kiilonos figyel-
met kell forditani az iitkozési integral momentumainak kiszdmitdsara.
Vizsgaljuk meg, anélkiil, hogy konkrétan ismernénk az titkozési integral
alakjat, hogy momentumai milyen tulajdonsdgokkal rendelkeznek! Ter-
mészetesen feltessziik, hogy az ionizdci6hoz, illetve rekombinaciéhoz (az-
az a részecskefajta megvaltozasahoz) vezet6 iitkozéseket figyelmen kiviil
hagyjuk.

1. Az uitkozések kovetkeztében nem valtozhat meg egy adott helyen a
részecskék szama:

/ Coalfs) d3v =0. (3.12)

2. Azonos tipusu részecskék kozotti titkozések kovetkeztében nem val-
tozhat meg egy adott helyen a részecskék 6sszes impulzusa:

/ mevCyy(fy) d3v = 0. (3.13)

Kulonbozd tipusa részecskék kozotti titkozések kovetkeztében a két
részecsketipus 0sszes impulzusa valtozatlan:

/mUVC’m(fU) Bo + /maVCaU(fa) d3v = 0. (3.14)

3. Azonos tipusu részecskék kozotti titkozések kovetkeztében nem val-
tozhat meg egy adott helyen a részecskék 0sszes energidja:

/ Mev2Coo(fy) d3v = 0. (3.15)

Kiilonbozd tipust részecskék kozotti titkozések kovetkeztében a két
részecsketipus 0sszes energidja valtozatlan:

/ M2 Cra(fs) d®v + / M2 Cog(fa) d®v = 0. (3.16)
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4. Kétfolyadék-egyenletek

A plazmak leirdsanak ebben az elméletében a plazmat két (elektron- és
ion-) folyadékkomponensbdl all6 rendszerként irjak le.

4.1. Kétfolyadék kontinuitasi egyenlet

Szémitsuk ki el6szor a kinetikus egyenlet nulladik momentumat, ami a
sebesség nulladik hatvdnya, azaz az 1 szerinti atlagképzést jelenti!

/[88";“4 (Vo) + afg} dsv—z/cm f)dPv (41)

Felhaszndlva a részecskestirtiség 3.9 szerinti és az atlagsebesség 3.10
szerinti kifejezéseit, valamint a sebességtérbeli divergenciat a Gauss-
tétellel feltileti integralla alakitva kapjuk a

ong B

egyenletet (az id6- és térderivaltakat kihoztuk a sebesség szerinti integral
alol). Ez a kétfolyadék kontinuitasi egyenlet.
4.2. Kétfolyadék-mozgasegyenlet

Szdmitsuk ki ezutan az els6 momentumot, ami a sebesség els6 hatvanya
szerinti atlagképzést jelenti!

/V |:88fta+ax (Vo) + afcr} d3U—Z/VCUa fo)d S (4.3)

Az egyenlet bal oldalan 4116 6sszeget integraljuk tagonként és végez-
ziik el az alabbi egyszerfisitéseket!

o Az id6- és térderivaltakat hozzuk ki a sebesség szerinti integral al6l.

o A sebességet bontsuk atlagsebességre és az atlag koriili ingadozasra,
azaz legyen v, (x,t) = u,(x,t) + v, (x,t), ahol v (x,t) az atlagsebesség
koriili ingadozas.
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KETFOLYADEK-MOZGASEGYENLET

e A gyorsulést tartalmaz6 tagokat integraljuk parcidlisan és hasznaljuk

fel a 5
A
<8V>ij =0

Az egyszerfisitések elvégzése utdn az elsémomentum-egyenlet az
alabbi alakot olti:

Osszefliggést.

G(ngtug) + (,% : /(vév; + ViU + UV, + Ugl,) fr dPu—
o 1
_ o /(E 4+ vy x B)f, d* = —— Rya. (4.4)
My My

Itt R, az a strl6dési ers, amely a o részecskékre hat az o részecskék-
kel val¢ {itkozés kovetkeztében. Nyilvanvaléan Ry, = 0, azaz a részecs-
kék sajat magukra nem hatnak strlédasi erével. Feltéve, hogy a plazma
elektron- és ionkomponensekbdl 4ll, a stirlédasi er6 igy adhaté meg:

Re; = Veimene(ue - ui) (45)

és
Rie = Viemml-(ui — ue). (46)

Itt v,; az elektron-ion, mig v;. az ion-elektron {itkdzési frekvencia.
A strlédaési erd fenti kifejezései szemléletesen azt jelentik, hogy példédul
az elektronokat az ionokhoz kotott vonatkoztatasi rendszerb6l szemlél-
ve az elektronok men.(u. — u;) impulzusa v; rataval ttinik el (randomi-
zalodik). A 4.4 egyenlet tovdbb egyszertisithet, ha felhasznaljuk, hogy
[V fod3v = 0.

d(neuy) N K
ot ox

Mme

: (nauoua):| = naQa(E+ua X B) - aﬁ ‘Ps;—Rsa (47)
X

A nyomds tenzort ilyen alakban definidltuk:

P, = m, / Vv, fo 40, (4.8)

Ha f, eloszlasfiiggvény az atlagsebességtdl valo v/, eltérés izotrép
fuggvénye, akkor a nyomdstenzor nemdiagonalis elemei elttinnek, a di-
agondlis elemek pedig egyenldek. Ebben az esetben érdemes bevezetni a
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P, skaldrnyomdst, ami nem mds, mint a diagondlis elemek értéke:
P. = i d3/_ /! d3/_ //fd3/_
e = Mg | VU, fo A7V =m, vyvyfg vV =mg [ v, fod?v =

m
=2 [ v v f,d.
3

Ha a nyoméstenzor nemdiagonélis elemei nem t{innek el, akkor érde-

mes definidlnunk a I1,, dltaldnositott nyirdsi tenzort az alabbi médon:
P, =F,1+11,,

ahol T az egységtenzor, és a nyirdsi tenzor tartalmazza a nyomadstenzor
Osszes nemdiagondlis elemét, de neki magdnak nincsenek diagonalis ele-
mei. A nemdiagonadlis elemek akkor nem tinnek el (azaz a nyirési tenzor
nem nulla), ha a plazmdban kiilonb6z6 irdnyokban a részecskék mas-mas,
rdaddsul nem-maxwelli sebességeloszlassal rendelkeznek, azaz az elosz-
lasfiiggvény a sebességnek nem egyenstlyi és nem izotrép fliggvénye.

A plazmafizikdban a sebességeloszldsok nagyon sokszor nem izotro-
pak és nem maxwelliek, mivel a részecskék kozotti titkozések szdma alta-
laban nem elegend6 ahhoz, hogy egyenstilyi és izotrép eloszlasfiiggvény
kialakulhasson. Minden esetben kiilon-kiilon meg kell vizsgdlni, hogy
van-e elegendd titkozés az egyenstly és az izotrépia kialakuldsahoz. E16-
fordulhat, hogy bizonyos koordinatatengelyek mentén van elegend? f{it-
kozés, mig mdsok mentén nincs.

A tovébbiakban olyan plazmadakat fogunk csak vizsgélni, melyek ese-
tében a nyirési tenzor elhanyagolhaté a skaldrnyomas mellett. Ez azokra
a plazmadkra tehetd meg, amelyek eloszlasfiiggvénye a fentebb mondottak
értelmében (legalabb koordindtairdanyonként) nem nagyon kiilonbozik a
Maxwell-eloszlastol.

Kés6bb (13. fejezet) majd latni fogjuk, hogy méagnesezett plazmakban
mas-mds (skaldr)nyomds alakulhat ki a magneses térrel parhuzamosan,
mint arra merSlegesen.

Ha a rendszeriink dimenzi6szama nem hdrom, hanem kevesebb vagy
tobb, bevezethetjitkk az N dimenziés skaldrnyomadst a kovetkezé médon:

Mg Z
PU:N/ ,U;?fcrdN/U,'
j=1,N

Teljesen izotrép, Maxwell-eloszlast kovetd sebességeloszlds esetén a
skalarnyomds nem mads, mint P, = n,k1,, ahogy azt az idedlis gaztor-
vénybdl is ismerjiik.
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Kibontva a derivéltakat a 4.7 egyenletben észrevessziik, hogy a kapott
egyenlet tartalmazza a 4.2 kontinuitasi egyenlet u,-szorosat. Levonva ezt
a bedgyazott kontinuitdsi egyenletet, kapjuk:

ngmg% = 11ogo (E + 1y x B) — VP, — Rya, (4.9)
ahol q 5
4_9 .. 41
TR +u, -V (4.10)

az ugynevezett konvektiv (vagy szubsztancidlis) derivdlt. A 4.9 egyenlet a
kétfolyadék-mozgasegyenlet.

4.3. Kétfolyadék-allapotegyenlet

Szamitsuk most ki a kinetikus egyenlet mdsodik momentumat! A konti-
nuitdsi és a mozgasegyenlettel ellentétben ennek a momentumnak a ki-
szamitdsanal a rendszer dimenziészdma explicite megjelenik, tehat a ska-
larnyomas felirdsandl az &ltaldnos, N dimenziés alakot fogjuk haszndlni.
A kinetikus egyenletet m,v?/2-vel szorozva kapjuk:

) _
gt/m‘;“ fodNut

0 myv? N v? N
+8X/ 9 vfed v+ :Za:/mJQCaade v, (4.11)

- /”28-(E+ x B) fyd
i 9o 28v v g v

Vizsgéljuk meg és alakitsuk 4t az egyenlet minden tagjat kiilon-kilon!

1. Az iddderivaltat tartalmaz6 tag igy fog kinézni:

0 [ myv? 0 [ my(v +u,)?

(%/ 5 fa‘dNU:at/ ( 5 ) fg-dNU:
_Q NP(,_i_mJnUu?,
ot \ 2 2 '

2. Felhaszndlva a v, = u, + v, felbontést, a térderivaltat tartalmazo tag
igy alakul:

0 M2 N +2 Mo Ny
Ox/ ; vade:V- (QU+2Paua+o;auU),

(4.12)

ahol Q, = [ m"Tv,Zv’ fodNv a héfluxus.
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3. A gyorsulést tartalmaz6 tagot parcidlisan integraljuk:

2
Qs / %aﬁ . (E + v X B)fngU = —qs /V . EfadNU = —(oNsU5 - E.
A%

4. Az itkozési tag nem mads, mint a o részecskék energidjanak iddegy-
ségre es6 megvaltozadsa az o részecskékkel torténd titkozések kovet-

keztében.
2
mUU—fUde:— <6W> .
2 Eoa

Z / Ujo f dVoy = / A
8 Mo 9 calo V= . ot
A fenti négy atalakitast 4.11-en elvégezve kapjuk:

0 (NP, manau?j N +2 manaug
8t< 9 + 9 +V Qg’+72 Pgug+72 Uy | —

— {oNsUg - E=- (8W> . (413)
EUDC

#o

ot

Ezt az egyenletet tovdbb egyszertisithetjiik két matematikai azonossag
felhaszndldsaval. Az els6 ez:
2

0 m(,-ngu?7 mgnaug 0 MmeUs
_ . d meu2
e\ T2 )

a masodikat pedig a mozgasegyenlet u,-val val6 skalaris szorzdsa utan

kapjuk:
0 (u? u2
rome 53 (55) e (7 () o v ) -

:ncIQUua"E_uo"vPU_Raa'ua-

Az utébbi egyenlet igy is irhato:

d 2
ng& <m(;ua) =NyGolUy - E—uy - VP, — Ryo - u,. (4.14)

A 4.3 és a 4.14 egyenleteket 4.13-ba irva az energiavaltozasra az aldbbi
egyenletet kapjuk:

NdP, N+2
—d + LPUV Uy = -V Qs+ Ry -u, — (%;f) . (4.15)
Eoa

2 dt 2
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A MOMENTUMEGYENLETEK LEZARASANAK PROBLEMATIKAJA

Az egyenlet jobb oldaldn az els6 tag a h6fluxus, a masodik tag a ré-

szecskék titkozése miatt fellépd strloddsi er6 munkdja, a harmadik tag
pedig az titkozések sordn atvett, illetve leadott energiat adja meg.

4.4. A momentumegyenletek lezarasanak problematikdja

A 42,49 és 4.15 egyenletek a kinetikus egyenlet els6 hdrom momentum-
egyenletei. A gyakorlatban nem szoktak magasabb momentumegyen-
leteket szdrmaztatni, mert a magasabb egyenletek mar nem nytjtanak mi-
ndségileg 1j fizikai informdciét a rendszerrdl, és a megnovekeds komple-
xitds sem ér fel az altaluk nyujtott tobbletpontossaggal.

A fenti levezetésbdl vildgosan latszik, hogy a momentumegyenletek
szdrmaztatdsandl az n-edik 1épésben olyan mennyiségek jelennek meg az
egyenletekben, melyek értékét csak az n + 1-edik momentumegyenlet ha-
tdrozza meg (ilyen példdul a hofluxus a 4.15 egyenletben). Ez szemmel
lathatéan a % - [ vf,d3v tagban a sebességgel val6 szorzas miatt van, az-
az minden esetben a kinetikus egyenlet momentumainak végtelen lanco-
latat kapjuk, ami persze semmiféle konnyitést nem jelent a teljes kineti-
kus egyenlet megoldasaval szemben. Valahogyan el kell tehat vagnunk az
egyenletek lancolatat — ezt az ,elvagést” hivjuk a momentumegyenletek
lezdrdsdnak.

Egészen pontosan a lezdras az a folyamat, amely soran a 4.2, 4.9 és
4.15 egyenletekben meghatarozatlan mennyiségeket, a h6fluxust, a nyira-
si tenzort (ha van) és az iitkdzési operator két momentumat kifejezziik a
részecskeszam-stirtiséggel, a sebességgel és a skalarnyomassal.

Kétféle f6 lezarasi eljards létezik: az dgynevezett csonkoldsos és az
aszimptotikus. Az els6ben a magasabb momentumokat egyszertien nullé-
nak veszik, vagy onkényesen kifejezik az alacsonyabb momentumok se-
gitségével. Ennek az a {6 hatranya, hogy nehezen indokolhat6 kozelité-
sekhez kell nytlni, amikhez nem teljesen ismert pontossag (pontatlansag)
tartozik. A masodikban az egyenleteket valamilyen kis paraméter segitsé-
gével vizsgaljuk, bizonyos paramétereket sorbafejtiink, ezéltal j6l kézben-
tarthat6 kozelitésekhez jutunk. Ennek persze az az ara, hogy igen bonyo-
lult matematikai kifejezésekkel kell dolgoznunk.

A legismertebb klasszikus aszimptotikus lezdrdsi séma a Chapman-
Enskog-lezéras, mely iitkozések dominélta semleges gdzokban alkalmaz-
hato és a kis paraméter a szabad tthossz és a makroszképikus skdlahossz
(ezen a skalan valtoznak érezhet6en a makroszképikus mennyiségek) ara-
nya.
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Az eljaras roviden a kovetkezd.

Legyen [ a szabad tthossz és L a makroszkopikus skalahossz, azaz

legyen

l
= — 1
€ L<<

a kis paraméter! Ekkor az f eloszlasfiiggvény e szerint sorbafejthet az fy
egyensulyi eloszlas kortil.

f(x,v,t) = fo(x,v,t) + ef1(x,v,t) + e2fg(x,v,t) + ...

Az fy egyensulyi eloszlasfliggvény természetesen a Maxwell-eloszlas.
A sorfejtést felhaszndlva a kinetikus egyenlet 4talakithat6 tigy, hogy integ-
ralegyenletet kapjunk fi-re f; fliggvényében. Ezt az egyenletet megoldva
a sorfejtés kovetkezo tagjara tovabbi egyenletet irhatunk fel a mar ismert
tagok figyelembevételével. A valdsdgban azonban ezt a kovetkez6 egyen-
letet még soha senki nem irta fel és senki sem szamolta ki a kis paramé-
terben négyzetes korrekciét az elképzelhetetlen matematikai nehézségek
miatt. Szerencsére azonban f; meghatarozdsa mar elegend6 pontossagot
nyujt a problémék gyakorlati megoldasahoz.

A Chapman-Enskog-lezaras nemcsak semleges gazok esetében hasz-
nélhat6, hanem minden rovid hat6tavolsagt kolcsonhatdssal bird erstor-
vény esetén. Ebben az esetben a rovid hatétdvolsag azt jelenti, hogy két
részecske kozott a kolcsonhatési erd az 1/r2-es erétorvénynél gyorsabban
cseng le (semleges gazok esetében a kolcsonhatas tavolsdga gyakorlatilag
a részecskék mérete). Ekkor megmutathat6, hogy a nyirési tenzor

8’&@' 8u]~ 2
HZ] =" (8$j + 8331 B g(sl]v ‘ u> ’

a héfluxus pedig
Q= —kVT

alakd, ahol 7 a viszkozitdsi, kg pedig a hdvezetési egyiitthats. A
Chapman-Enskog-lezdrds — a nyirasi tenzor és a héfluxus fenti alakjai mel-
lett — a viszkozitasi és a hovezetési egyiitthatora is konkrét kifejezést szol-
galtat.

Mégnesezett plazmdk esetében a Chapman-Enskog-lezaras az agy-
nevezett Braginszkij-egyenletekre vezet, kis paraméterként vagy a semle-
ges gazokhoz hasonlé médon a szabad tthossz aranyét a skdlahosszhoz
vagy a drift-rendezésnél kordbban megismert mennyiségeket hasznalva
(azaz a Larmor-palya sugardnak ardnyat a térbeli skdlahosszhoz, illetve
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a Larmor-frekvencia és az id6skdla szorzatat). Fontos megjegyezni, hogy
a Braginszkij-egyenleteknél nem atlagolunk ki a kis paraméterek szerint,
azokat csak az eloszlasfiiggvény sorfejtésénél hasznaljuk.®

Az ebben a bevezetd jegyzetben megismerend plazmafolyamatok is-
mertetéséhez tokéletesen elegendé a momentumegyenletek csonkoldsos
lezarasa, ami a 4.15 egyenlet két fontos hataresetére vezet. Ebben a két ha-
taresetben a 4.15 egyenlet igen egyszerti alakot 6lt.

Legyen t egy valamilyen folyamat karakterisztikus ideje és [ ugyan-
ezen folyamat karakterisztikus térskaldja. Ekkor a folyamatot jellemz6
Vtolyamat se€bességére Vigyamar = 1/t adodik.

1. Izoterm hatdresetben a hofluxus tag domindl, aminek kovetkeztében
térben homogén hémérséklet alakul ki. Ez az eset akkor 4ll el, ha a
termikus atlagsebességre igaz, hogy vre > Vioyamar és az litkozési
tagok elhanyagolhatéak.

2. Adiabatikus hatdresetben viszont a h6fluxus hanyagolhat6 el az titko-
zési tagokkal egyiitt. Ebben az esetben vy < Vyoiyamat-

Adiabatikus hataresetben az energiaegyenlet nagyban leegyszer{iso-
dik, ha atrendezziik a kontinuitasi egyenletet

1 dn,
‘U, = —— 4.16
V-u o dt (4.16)
és behelyettesitjiik 4.15-be
1 dP;, -
1dh _ vy dne (4.17)

P, At n, dt

Gamma definicidja
N +2

N ?
ahol IV a rendszer dimenzidja. Példaul teljesen izotrép esetben N = 3, igy
v = 5/3; egydimenzits folyamatokra pedig (pl. mégneses tér er6vonalai
mentén terjedd perturbdcio) N = 1 és v = 3. A 4.17 egyenletet integralva
kapjuk a kétfolyadék adiabatikus dllapotegyenlet kompakt alakjat:

")/:

P,
~2 — 4llands, (4.18)

Ng

*Természetesen a Chapman-Enskog-lezaras egésze sem tartalmaz a kis paraméter sze-
rinti 4tlagolést.
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vagy ezzel egyenértékli médon

d P,

A 42, a 49 és a 419 a Maxwell-egyenletekkel egyiitt alkotjdk a
kétfolyadék-egyenleteket azzal a megkotéssel, hogy 4.19 csak adiabatikus
kozelitésben hasznalhato.
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5. MHD-egyenletek

A kétfolyadék-egyenletekben a részecskék mozgdsat az egyes komponen-
sek u, atlagsebességével és P, nyomadsaval irtuk le. A magnetohidrodina-
mikdban (MHD) a kétfolyadék-atlagsebességek helyett két 1j, sebesség jel-
legti valtozot vezetiink be, valamint tGjradefinidljuk a nyomast és az elmé-
let alkalmazhatésagara a kétfolyadék-elméleten tli, tovabbi megkotése-
ket tesztink. Az MHD-kozelitést egyfolyadék-kozelitésnek is szoktdk hivni,
mert ebben az elméletben csak egy folyadékkomponens van.

A két 1j, sebesség jellegli mennyiség az aramsfir{iség

J = Znaqoua (51)

(Iényegében a két komponens relativ sebessége) és a plazmafolyadék to-
megkozéppontjanak sebessége

1
U=- MeNy U, (5.2)
52

ahol
p ey Z ma_no. (53)

a tomegstirtiség.

5.1. MHD kontinuitasi egyenlet

A 4.2 egyenletet m,-val szorozva és a részecskefajtdkra 0sszegezve kapjuk
az MHD kontinuitdsi eqyenletet:

Op

5 TV (pU)=0. (5.4)

5.2. MHD-mozgasegyenlet

Az MHD-mozgésegyenlet szarmaztatdsahoz 4.9-et szorozzuk m,-val és
Osszegezziik a részecskefajtdkra:

;ng/vfgd3v+ Zma/vvf0d3v+

+qu/ [(E+v x B)f,] d® = 0. (5.5)
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Az egyenlet jobb oldala természetesen nulla, mivel R.; + R;e = 0, az-
az a plazma egésze nem hathat sajat magara sarlédasi erével. A sebesség
ingadoz6 (random) komponensét most az u, atlagsebesség helyett az U
sebességhez viszonyitjuk.

z:mg/vvﬁ7 d3v = Zma/(v’+U)(v/+U)fU d3v =
= Z My / viv' f, &3v + pUU (5.6)

Itt a v/-ban linedris tagokat elhagytuk a > [ mVv/ f,d3v = 0 dssze-
fiiggés miatt. Az MHD-nyomastenzort az U sebességhez viszonyitott
sebesség-ingadozadsokon keresztiil definidlva

pMHD — z:ma/vlvlfor d3v, (5.7)

és a gyorsuldst tartalmaz6 tagot részenként integralva

d(pU)
ot

+ V- (pUU) = (anqg) E+JxB-vVv.pMiD (5.8)

Az MHD-kozelitést dltaldban nagy térskalaju, lasst (hogy mihez ké-
pest lasst, azt kés6bb latni fogjuk) folyamatok leirdsdndl hasznaljuk. Eze-
ken a térskaldkon a plazma semlegesnek tekinthets, azaz ) _n,q, ~ 0. A
kétfolyadék esethez hasonléan ennek az egyenletnek a bal oldala is tartal-
mazza bedgyazva a kontinuitési egyenletet:

9(pU)
ot

0 ou
+ V- (pUU) = [Gf +V. (pU)} U+ Par +pU-VU. (5.9)

Az MHD-nyomads definicidjat felhasznélva és levonva a kontinuitasi
egyenletet kapjuk az MHD-mozgdsegyenlet standard alakjat:

U
p<88t+U'VU)—J><B—V~PMHD. (5.10)
Az 5.10 egyenlet két ismeretlent tartalmaz: a J dramstirtiséget és az
U sebességet. Ezen véltozok egyértelm{i meghatarozdsahoz sziikségiink
van még egy egyenletre. Ezt a plusz egyenletet az elektronokra felirt
kétfolyadék-mozgasegyenletbdl szarmaztathatjuk:
du,

1
me—- = —e(E+u. x B) = —V(nekTe) — veime(ue — w;). (5.11)
Ne
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Mint mar kordbban emlitettiik, az MHD-kozelitést nagy térskalakon,
lasst folyamatok esetén hasznaljuk. Ha a kérdéses folyamat karakteriszti-
kus ideje (7) lassabb az elektronok ciklotronperidédus-idejénél (2mm./eB),

akkor az elektronok tehetetlenségét leir6 tag (m. d;;) elhanyagolhat6 a
magneses tag mellett (—e(u. x B)). Mivel u, —u; = —J/n.e és az elektron-

és iontomegek kozotti jelentds kiillonbség miatt u; ~ U, az 5.11 egyenlet
az aldbbi alakra egyszer{isodik:

1 1
JxB+ V(nekTe) = nd. (5.12)

Ne€ Ne€

E4+UxB-

Ez az egyenlet az dltaldnositott Ohm-torvény. Az 5.12 egyenlet bal ol-
dalén 4ll6 J x B/n.e tagot Hall-tagnak hivjuk és az &ltalanositott Ohm-
torvényben elhanyagolhatjuk, ha az aldbbi két feltétel koziil barmelyik
fennall:

1. Az MHD-nyomas az 5.10 mozgasegyenletben elhanyagolhat6 a ma-
sik két tag mellett. Ez azt is jelenti, hogy a masik két tagnak azonos
nagysagrendtinek kell lennie, azaz

[J| ~ wp[U]/[B].

Itt feltettiik, hogy ~ 1/w egy MHD-folyamat karakterisztikus ideje. Ez
esetben a Hall-tag akkor hanyagolhat6 el U x B mellett, ha w sokkal
kisebb az ionciklotron-frekvencianal (¢; B /m;).

2. Az elektron-ion iitkozési frekvencia (ve;) nagy az elektronciklotron-
frekvencidhoz (eB/m.) képest, mert ez esetben a Hall-tag a fajlagos
ellenéllast tartalmazo taghoz (nJ = (meve; /nee?)J) képest kicsi.

A tovabbiakban MHD térgyaldsainkban hallgatélagosan feltételezni
fogjuk, hogy a két fenti feltétel koziil legalabb az egyik teljestil. Ha a két
fenti feltétel koziil egyik sem teljestil és a Hall tagot az 5.12 egyenletben
meg kell tartani, Hall MHD rendszerrél beszéliink.

Altaldban az 5.12 egyenletet nem kozvetleniil szoktuk hasznalni, ha-
nem vessziik a rotdcigjat, hogy az elektromos teret az indukciés Maxwell-
egyenletbdl be lehessen helyettesiteni.” Ekkor

B 1
—8—+VX(U><B)——Vne><VmTe:V>< <77V><B). (5.13)
ot e Ho

7 Az eltoldsi &ramot — éppen a folyamatok lasstisdga miatt — elhanyagoltuk
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Legtobbszor a homérséklet- és a stiriséggradiensek parhuzamosak,
azaz a (nee) 'Vn. x VkT, hé-elektromotoros erd elhagyhat6, amivel
egyenletiink az aldbbi alakra egyszer{isodik:

—8B+V><(U><B):V><<77V><B>. (5.14)
ot Ho
Ezt az egyenletet szoktak

E+UxB=nJ (5.15)

alakban is irni, de ekkor implicite feltételezni kell, hogy majd az egyenlet
rotacidjat fogjuk venni és a hé-elektromotoros erd elhanyagolhato.

5.3. MHD-éllapotegyenlet

MHD-kozelitésben az adiabatikus allapotegyenletet a kétfolyadék-
leirdshoz hasonlé médon kaphatjuk meg, és egyenletiink alakja is hasonlé:

PMHD
— 4llandé (5.16)
vagy
d PMHD
& =0 (5.17)

Gamma ebben az esetben is (N + 2)/N, ahol N a rendszer dimenzi6-
szama.
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6. Driftaramlasok I

A megel6z6 fejezetben ismertetett kétfolyadék-egyenletek segitségével a
plazmakomponensek mint folyadékok dramldsi tere — a peremfeltételeket
is figyelembe véve — meghatarozhat6. Az egyenletek megolddsa azonban
altaldnos esetben igen nehéz, és hasznos lenne, bizonyos kozelitések be-
vezetése utdn, az dramldsi kép legaldbb kvalitativ, kdzelit6 megoldésait
megtaldlni. Az dramlasi képben térben és idében lassan valtozo, tgyne-
vezett driftiramldsokat fogunk keresni. A driftkozelités sajatsaga, hogy ki-
hasznéljuk azt, hogy az dramlds sebességének mdagneses térrel parhuza-
mos komponense altaldban kisebb a térre mer6leges komponensnél, ezért
csak a térre merdleges komponenst hatarozzuk meg, a parhuzamos rész
irant nem érdeklddiink.

Ennek a lesztikitett érdekl6désnek a jogossagat kicsit késdbb egzak-
tul is latni fogjuk, de kvalitativ indokot most is tudunk adni. Gondoljunk
vissza ugyanis az dltalanositott Ohm-torvényre, mely szerint (idelids plaz-
maéban)

E+UxB=0,

azaz a magneses er$ csak a magneses térre merdleges iranyban hat, ezért
a térrel parhuzamosan nem lehet az elektromos térnek komponense.

A kétfolyadék-mozgasegyenlet parhuzamos komponensében az
aramlds dinamikajat lasst id6- és nagy térskaldkon — amikor a sebesség
teljes id6derivéltja nulla vagy nagyon kicsi — a stirlédasi er6 (ha van) és a
nyomdsgradiens egyenstilya hatdrozza meg (ldsd a 4.9 egyenletet). Azaz
a mozgasegyenletnek ez a komponense vezet6 rendben (a sebességderi-
valt elhanyagoldsa esetén) nem ad informdciét u,o nagysagarodl, viszont
mivel a sturlédési erd altalaban pici (a plazma forrd és az elektromdgne-
ses er6k domindlnak), a poirhuzamos nyomadsgradiens sem lehet nagy, te-
hat a parhuzamos sebesség varhat6éan kicsi. Ezzel szemben a merdleges
mozgdasegyenlet-komponens a plazmara haté erék egyenstlya esetén is
jol definidlhat6, véges aramlasi sebességet ad.

Induljunk ki ezek utdn a kétfolyadék-mozgasegyenletbdl, elhagyva a
surlédasi tagot és fejben tartva, hogy nekiink most csak a meréleges dram-

14s érdekes!

mgna% = gono(E +u, x B) — VP, (6.1)

Az alkalmazott driftkozelités magja a kovetkez6. A mozgasegyenlet
bal oldaldn all6 konvektiv derivalt két részbdl all. Az els6, a parcidlis id6-
derivaltat tartalmaz6 tag az aramlési tér egy adott helyén a sebesség exp-
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licit id6fliggését irja le, mig a masodik tag azt, hogy a folyadékkal egytitt-
mozogva hogyan valtozik a sebesség. Tegyiik fel, hogy a sebesség jellem-
z6en T' id6 eltelte, illetve L tadvolsdg megtétele utan valtozik meg. Ekkor
a konvektiv derivalt két tagjdnak nagysagrendje u, /T és u,u,/L. Vegylik
észre, hogy L/u, nem mds, mint az az id6, ami ahhoz sziikséges, hogy a
folyadék L utat megtegyen. Jeloljiik ezt az id6t T*-al, azaz T* = L/u,-.
A bevezetett 7' és T* mennyiségekkel a 6.1 egyenlet alabbi kozelitését
kapjuk!
W U 4 . VFE
T T T m—JE+wCUuU X Z— e

(6.2)

Ebben az 4talakitisban felhasznéltuk az w., ciklotronfrekvencia defi-
nicidjat, és 2 a magneses tér irdnyadba mutat6 egységvektor. A 6.2 egyen-
letre pillantva azonnal latszik, hogy ha T*,T > w_!, azaz a plazmafolya-
dék sebességének megvéltozdsa mind térben, mind id6ben lassabb, mint
a ciklotronfrekvenciabol meghatarozhat6 id6, akkor nulladik kozelitésben
az egyenlet bal oldala nulldnak tekinthet6 (ekkor ugyanis az egyenlet bal

oldala elhanyagolhat6 a mégneses tag mellett).

- ” VP,
0= g5ty ,xB-
Mo My NgMy

(6.3)

Az egyenletet a B mégneses térrel vektoridlisan szorozva u kifejez-

hetd.
ExB VP, xB

72 o B (6.4)

Us0 =

Ez a driftsebesség nulladrendti kozelitése. A jobb oldalon 4116 elsd tag
az elektromos tért6l szarmazik és neve E x B-drift (ékeresztbé drift), a maso-
dik tag pedig az agynevezett diamdgneses drift, ami a plazma diamagneses
tulajdonsagédbodl szarmazik, azaz abbél, hogy kiils6 magneses tér hatasa-
ra a plazmaban olyan dramlédsok (és ennek kovetkeztében dramok) jonnek
létre, hogy az dram generalta magneses tér a kiilsé magneses teret gyen-
gitse. A 6.4 kifejezés azt mutatja, hogy — miként egyébként is vartuk — a
vezetSrendii driftsebesség merdleges a magneses térre.

Ha a 6.4 egyenletben a magneses térrel valo keresztszorzatot kiemel-
jiik, az alabbi alakot kapjuk:

B
u,0 = (E— VP, /qons) X B2

amit gy is értelmezhetiink, hogy a driftek hatdsara az elektromos tér mo-
dosul a plazmaban, és valéjaban csak egyféle, az elektromos tértdl szarma-
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z6 drift 1étezik. Ezt az alakjat a driftsebességnek azonban ritkan szoktak
hasznalni.

Az u,o vezetbrendli driftsebességhez els6rendii korrekciét taldlha-
tunk, ha feltessziik, hogy a ,tényleges” u, driftsebesség u,o-t6l csak egy
kicsiny u,; tagban kiilonbozik, azaz

Us; = Ugy0 + Uyl
és
U > Ug]-
A korrekcids tagnak persze mér lehet mind parhuzamos, mind mers-

leges komponense. frjuk be a korrekciés tagot a nulladrend taggal egytitt
a 6.1 egyenletbe!

d
mgnoa(ugo +Us1) = oo (E+ (Ugo + up1) X B) — VP,. (6.5)

A bal oldalon uso mellett u,; elhanyagolhatd, mig a jobb oldalon u
a 6.3 egyenlet miatt kiesik. Ekkor

Moo Us0 = GoMaUo1 X B. (6.6)
Az egyenletet — a fentebb mar latott médon — a mégneses térrel vekto-
ridlisan szorozva kapjuk az u, korrekciét

my dugg

- B
wB dt

Uyl = y (67)
ahol uyo-t a 6.4 egyenlet definidlja. Az u,; korrekciés tag neve tehetlen-
séqi drift, mert az u,o szarmaztatdsanal korabban felhasznalt kozelitések
ekvivalensek azzal, hogy a plazma részecskéinek nulla tomeget, azaz vég-
teleniil kicsi tehetetlenséget tulajdonitunk. Az u,; korrekciét pedig akkor
kapjuk, ha véges részecsketomeget, tehat véges tehetetlenséget vesziink
tigyelembe.

A 6.7 kifejezés a teljes id6derivalt miatt nagyon bonyolult. Ha a kifeje-
zés kiértékelésénél csak a linedris tagra (az id6 szerinti explicit derivaldsra)
korlatozzuk magunkat, akkor az tigynevezett polarizdcids driftet kapjuk.

my O 1
- M 9, —
tt QO'B2 875( + 4oNo

V. P), (6.8)

ahol V| =V —20/0z, a gradiensoperator magneses térre mer&leges kom-
ponense.
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7. Elemi plazmahullamok

A kétfolyadék-egyenletek és a magnetohidrodinamika egyenletei nagyon
sokféle, a plazmaban lezajlé mozgast lefrnak. A sokféle mozgas kozott per-
sze vannak ,egyszertibbek” és ,0sszetettebbek”. A driftaramlasok adjék a
plazma mozgésegyenleteinek legnagyobb tér- és idoskaldju, azaz legegy-
szer{ibb megoldésait. Minden hasonlat sédnta, de képzeljiik el plazmankat
a Fold 6ceédnjanak, és a driftaramlasokat a nagy 6ceani d&ramldsoknak, ami-
ket akkor latunk igazan j6l, ha elegend6en messzir6l nézziik a rendszert.
Ha kicsit kozelebb 1éptink, azt vessziik észre, hogy a mozgasok sokkal
valtozatosabbak, mint az unalmas driftaramlasok.® Senki nem latott még
nyugalomban 1év6 6cednt, a gyerekek is tudjdk, hogy a viz 6rokké hul-
lamzik, ezért — a hasonlatndl maradva — nyilvdnval6, hogy plazmankat is
vég nélkiil keresztiil-kasul atjarjak a hulldimok. Mivel a plazma egy meg-
lehet6sen komplex kozeg, varhatd, hogy benne rendkiviil sokféle hulldm
terjedése lehetséges.

Ebben, és a kovetkez6 fejezetben homogén és izotrép, egyenstlyban
nyugalomban 1év6 plazmékban terjedé hulldmokat fogunk vizsgdlni, az
egyszer(ibbekt6l haladva a bonyolultabbak felé.

Keressiik tehat most a plazma kétfolyadék-egyenleteinek olyan, agy-
nevezett hullim-megoldasait, ahol a plazmat jellemz6 paraméterek (se-
besség, stirtiség, magneses tér stb.) mind a térkoordinatanak, mind az id6-
nek harmonikus fliggvényei, azaz legyen

u~ ei(kAX_wt)’ n ~ ei(k~x—wt)7 B ~ ei(k-x—wt)! (71)

Ha nagyon precizek szeretnénk lenni, akkor az iménti egyenlet helyett
a plazmaparaméterek Fourier-sorat kellene haszndlni, de mi most meg-
elégsziink azzal, hogy a valtoz6krél mintegy ,levalasztjuk” a harmonikus
fuggést, mégpedig csak egyetlen hullamszdmvektort és korfrekvenciat fi-
gyelembe véve. Egy adott k és w paroshoz tartoz6 hullamot (ha van ilyen)
a plazma egy hullimmodusdnak vagy egyszerfien csak médusanak hiv-
juk.

A moédusokat tobbféle szempont szerint is csoportosithatjuk. Ezek egy
része csak plazmak esetében alkalmazhaté, mig mas résziik a semleges
folyadékok esetében is.

A legelterjedtebb és egyben legegyszer(ibb csoportositds az, amikor
aszerint kiilonboztetjiikk meg a hulldmokat, hogy a hulldm terjedésének

8Olyan kozel azonban ne menjiink, hogy mdr az atomok kozotti tavolsagot is észreve-
gytiik.
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irdnya milyen szoget zar be a hulldmban rezg® plazmafolyadék sebességé-
vel, azaz milyen a viszony k és u, irdnya kozott. A két vektor altal bezart
sz0g persze tetszOleges lehet, de az ,elemi” esetekben ez a szog vagy nul-
la, vagy kilencven fok. Ha a sebesség irdnya merd&leges a terjedési iranyra,
akkor transzverzilis, ha parhuzamos, akkor longitudindlis hulldimrol beszé-
liink.

Az el6bbi csoportositassal egyenértékii, de kevésbé szemléletes, ha a
transzverzélis hullamokat nyirdsi, a longitudinélisokat pedig kompresszids
hullamoknak hivjuk. Nyirasi hullimban a plazmafolyadék hulldmhoz tar-
toz6 sebességterének divergenciaja nulla, de rotacidja nem, mig a komp-
resszids hulldmban forditva van. A sebességtér divergencidja nem nulla, a
rotdcidja viszont igen.

A plazma mint kozeg sajatossdgai miatt a nyirdsi hullimokban a har-
monikus perturbaciéhoz tartozé elektromos tér véges rotacidja (dgyneve-
zett elektromdgneses hullam), azaz ennek megfeleléen ezekhez a hullamok-
hoz sziikségképpen a magneses tér perturbdcidja is sziikséges. A komp-
resszios hulldmok viszont lehetnek mind elektromédgnesesek, mind elekt-
rosztatikusak aszerint, hogy van-e a mdgneses térnek is perturbacidja, vagy
nincs. Elektrosztatikus hullimban természetesen a perturbdlt elektromos
tér rotacidja nulla.

A hullam-megoldasok kozott tekintsiik most csak azokat, ahol a kdzeg
(a plazma) vélasza linearis egy kicsiny, kezdeti harmonikus perturbéciéra!

Legyen f egy tetszbleges, a plazmat jellemz6 valtozé! Kicsinynek
mondunk egy perturbaciét, ha minden idépillanatban és a tér minden
pontjara igaz, hogy f(x,t) aktudlis értéke csak kevéssé tér el az egyensulyi
értékétdl, azaz

f=fh+nh
alakban irhat6, ahol fp az egyensilyi, fi pedig a perturbalt érték és

f1/f0 < 1.

Ha van egy ¢ véaltozénk is, mely f-t6l fiigg (g = g(f) = g(fo+ f1)), ak-
kor f; kicsi volta miatt g-t sorba fejthetjiik a go(fo) egyensulyi érték kortil.

g=¢go+g1+g2+g3s+...

ésg1/g90 < 1, g2/g1 < 1, g3/g2 < 1 stb. Csak linedris rendig (azaz csak az
egyenstlyi értékhez képest legnagyobb tagig) megtartva a sorfejtést g igy
irhato:

g=9go+4g-

Az el6bb vézolt eljardst a g = g(f) egyenlet linearizdldsdnak hivjuk.
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Most linearizaljuk ennek megfelel6en a kétfolyadék-egyenleteket! Le-
gyen n, = Nyo + Ng1 €s Uy = Ugo + Uy stb.! A kétfolyadék kontinuitési
egyenlet ekkor igy néz ki:

8(ngo + ngl)
ot

Az egyenstlyi, perturbacié nélkiili dllapotra igaz, hogy

+ V- [(n60 + no1) (Ws0 + Ug1)] = 0. (7.2)

anUO
ot

Ezt az egyenletet vonjuk ki a 7.2 egyenletbdl!

+ V- (naoua(}) =0. (7.3)

8”0 1
ot

+ V- [noluUO + NooUg1 + nolual] =0 (74)

Csak a linedris — elsérendi — tagokat megtartva (az 1-es indexti tagok
szorzata mar masodrendben kicsi) kapjuk végiil a kétfolyadék kontinuita-
si egyenlet linearizalt alakjat.

anal
ot

+V- [nglugo + nUOuUl] =0 (75)

Jarjunk el hasonléképpen a kétfolyadék-mozgdsegyenlettel és az
energiaegyenlettel is! A nem linearizalt egyenletek 4.9 és 4.19 szerint a ko-

vetkez6k

du,
mgng% =q¢no(E4+u, x B) = VF, (7.6)

és

& ¥

= 4llandé. 7.7)

Ezeknek az egyenleteknek a linearizalt alakja (a mozgasegyenletbdl
ismét levontuk az egyenstlyi egyenletet):

auol

W = qgna(El +us1 X B 4+ ugp X Bl) - VPgl, (78)

MmeNg

P ol No1
—ol 0 7.
Pso ’yncrO ( 9)
A7.5,7.8¢és7.9 egyenletek a linearizdlt Maxwell-egyenletekkel egytitt
alkotjak azt az egyenletrendszert, amit felhaszndlunk az elemi plazmahul-

lamok szarmaztatéasdra.
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Az iménti, linearizalt kétfolyadék-egyenletek tetszbleges uyo esetén
igazak, de — mint kordbban igértiik — most csak olyan plazmékban terje-
d6 hullamokat vizsgélunk, amikben nincsenek a perturbélatlan esetben (0
index) makroszképikus aramlasok, ezért az uo-t tartalmazo tagot a 7.8 és
a 7.5 egyenletekben elhagyjuk.

7.1. Nem magnesezett plazmahullamok
A legegyszer{ibb esetben egyenstlyi mégneses tér sincs a plazméban, azaz
By =0, és a 7.8 egyenlet igy alakul:
a110'1
ot
Az elektromos térer6sség vektora az elektrodinamikabdl ismert mo-
don

= qonooE1 — V1. (7.10)

MeNa

0A
E=-V¢— —. 7.11
vo- (7.11)
Ennek linearizalt valtozata

0A,
=— - —. 7.12
Ei = -V - —, (7.12)
V - A = 0 (Coulomb-) mértéket valasztva 7.11 divergencidja éppen a

Poisson-egyenlet.

7.1.1. Elektrosztatikus (kompressziés) hullimok

Ezekben a hulldmokban V - u; véges és a fejezet elején emlitetteknek meg-
felelGen elektrosztatikus, kompresszios vagy longitudinalis hulldmoknak
hivjuk 6ket. Az ilyen tipust hullamok szdrmaztatdsdhoz altaldban a 7.10
egyenlet divergencidjabol indulnak ki. Vegyiik mi is 7.10 divergencidjat!

monaavétugl = _QJnaOv2¢1 - VQPUl (713)
Helyettesitsiik be V - u;-t a 7.5 kontinuitasi egyenletb&l!
*ng
Mot = Goma0Vn + V2P (7.14)

Fejezziik ki a perturbalt nyomadst (Fy1) 7.9-bdl, és azt is helyettesitsiik
be, valamint hasznéljuk fel, hogy Py = ns0x1»0!
82 Ng1

Mo =g = doMo0V 61 + YK T50V no1 (7.15)
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Itt felhasznaltuk, hogy a plazma homogén és VT, = 0. Tegyiik fel,
hogy a fligg6 valtozok hullamszertien fliggenek mind a tértsl, mind az
1d6t6l, azaz

ng1 ~ exp(ik - x — iwt), ¢1 ~ exp(ik - x — iwt)! (7.16)

Ekkor a derivaltoperdtorok formalisan a kovetkezd egyszerti alakok-
kal helyettesithet6k: V — ik és 0/0t — —iw. Behelyettesitve a derivaltope-
ratorokat a 7.15 egyenlet algebrai alakot 6lt:

m0w2n01 = qan00k2¢l + 'YK/TUOanala (717)

amibdl a perturbalt stir(iség kifejezhet6:

doNo0 k2¢1
= . 7.18
Mol me w? —Yk2kT,0/Mmy (7.18)
frjuk az igy kapott perturbalt stiriséget a
1
24
k d)l - % zg:ncrlqg (719)
Poisson-egyenletbe!
2 2
no0q k=1
o1 = z 7.20
2 Z oMy w? — Yk26T,0/me (7.20)
Atrendezve kapjuk:
w2
1= o $1 = 0. (7.21)

~ w? — Yk26T50/me

Ez egy linedris, homogén algebrai egyenletrendszer, amelynek akkor
van a trivialistdl (¢; = 0) eltér6 megoldésa, ha ¢, egyiitthatéja nulla, azaz

2
w
1— i =0. 7.22
z{; w? — Yk2kT,0 /Mg (722)

A 7.22 egyenlet felirdsanal felhasznaltuk a

2
2 — nUOQo’
oMo

po —
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helyettesitést. Az w,, mennyiséget a o részecskék plazmafrekvencidjanak
hivjuk, és ennek a mennyiségnek (mint késébb latni fogjuk) kézponti sze-
repe van a plazmafizikaban. A 7.22 egyenletet

1—1—2)(0:0
g

alakban is irhatjuk, ahol a

w2

- _ po 7.23
Xo w? — yk2kT,0/mo (7.23)

kifejezés a o részecskék szuszceptibilitdsa.

A '7.22 egyenlet neve diszperzids reldcié, amely meghatarozza, hogy egy
adott w frekvencidji perturbacié milyen £ hullimszamu hulldmként fog a
kozegben terjedni. Vegyiik észre, hogy ez a diszperzids reldcié (tulajdon-
képpen egy w = w(k) definidlé egyenlet) csak a hullamszamvektor ab-
szolut értékétdl fligg, azaz iranyfiiggetlen, mint ahogy egy — feltevésiink
szerint — izotrép kozegtol el is varjuk.

A '7.22 diszperzi6s reldcié egzaktul definidlja a nem mégnesezett plaz-
méban terjedd elektrosztatikus médusokat, de érdekes és érdemes meg-
vizsgalnunk az egyenlet bizonyos hatareseteit.

Vizsgaljuk a 7.23 szuszceptibilitdsok kozelitéseit aszerint, hogy a ter-
jedd hullam fazissebessége hogyan viszonyul a k7,0 /m, sebességhez (~ a
részecskék atlagos termikus sebessége)!

1. w/k > KTy9/m, — adiabatikus kozelités. Ebben a kozelitésben a hul-
lam olyan gyorsan terjed, hogy a folyadékkomponensek mozdulatla-
noknak tekinthet6k a hullimperiédus id6skalajan.

Mivel a sikhullimok egydimenziésak, N = 1és~y = (N +2)/N = 3.
Ebben a hatdresetben a szuszceptibilitdsokat igy fejezhetjiik ki:

w?

Xo = — -
7 w2(1 — yk2kT 50 /mew?)
w2 2 kT,
~ Yoo (4 g Koo (7.24)
w? w? mg

1 k% kT, k? kT,
T <1+32 JO)-
k )\Daw Mg W Mg
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2. w/k < kTy0/me — izoterm kozelités. Ebben a hatdresetben a folya-

dékkomponensek végtelen nagy sebességgel (azonnal) kovetik a hul-
lam okozta perturbaciét. Ekkor a szuszceptibilitdsok nagyon egysze-
r(i alakot dltenek:

w3 1

=P = . 7.2
X kT, my | K2ND, 7.2

A szuszceptibilitdsok kozelitéseinek szdrmaztatdsanal felhasznaltuk,
hogy adiabatikus esetben v = 3, mig izoterm esetben v = 1.

A 71. &bra szemlélteti a x,k*\%, mennyiség véltozasat
w/(k\/KkTy,/ms) fliggvényében. Lathatd, hogy az izoterm és az
adiabatikus szuszceptibilitdsok viselkedése meglehetésen kiilon-
b6z6, és kiilonosen figyelemre méltd, hogy nem esnek egybe
az w/k = kKI,0/m, esetben. S&t, itt a szuszceptibilitdsok diver-
gdlnak, ami nem jelenthet mdst, mint hogy a folyadék kozelités
w/k — KT,0/m, esetben nem alkalmazhatd, hanem, mint latni
fogjuk, , vissza kell térni” a pontosabb, kinetikus leirashoz.

Az elektronok és ionok tomege kozott jelentds, tobb mint hdrom nagy-

sagrend(i kiilonbség van. Igy, bar a termikus 4tlagsebesség a tomeg gyo-
kével skalazodik, a kiilonbség a termikus atlagsebességek kozott is jelen-
t6s, még azonos komponens-homérséklet esetén is (ezt pedig elvarjuk egy
egyenstlyban 1év6 plazmatol). Ebbdl pedig az kovetkezik, hogy altala-
ban nem teljesiilnek sem az adiabatikus, sem az izoterm kozelités feltételei
mindkét folyadékkomponensre egyszerre.

Annak megfelelen, hogy mely komponensek tekinthet6k adiabati-

kus, és melyek izoterm viselkedéstinek a hullimban, harom alesetet vizs-
galhatunk.

1.

w/k > \/ KTeo/me, \/ kT;0/m; eset. Ekkor mind az ionok, mind az
elektronok adiabatikusan viselkednek és a diszperzids reldci6 ilyen
alaku:

w, k? KT, Wi k? KT,
i <1+32“ 60)—m<1+32“ ’“):0. (7.26)
w2 Me w

w? w? m;

Mivel wp, /w2; = m;/me, az ionok hozzajarulasa elhagyhato, azaz

2 2
[ Te
12 <1+3k2” °> —0. (7.27)
w

w? Me
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k2x2

Do

7.1. dbra. A szuszceptibilitas

Legalacsonyabb rendben a megoldas egyszertien w? = w?,. Iterativ el-
jardssal magasabb rendii korrekcidkat kaphatunk, felhaszndlva, hogy
a zarodjelben levd mésodik tag kicsi (de épp ez volt az alapfeltevésiink,
az adiabatikus viselkedés). Ekkor kapjuk a nagyfrekvencids (adiabati-
kus), elektrosztatikus, nem méagnesezett plazmahulldmok diszperzids
reldciéjanak standard alakjat:

Te
W = w2, + 3K (7.28)

Me

Ezt a legalapvetébb plazmahulldmot elektron plazmahulldmnak,
Langmuir-hulldmnak és Bohm-Gross-hulldmnak is hivjak.

. w/k < /KTeo/me, \/kTi/m; eset. Ekkor mind az ionok, mind az
elektronok izoterm médon viselkednek és a diszperzids reléci6 ilyen
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alaku:
1 1

1+ +
A2 k22,

= 0. (7.29)

Ennek az egyenletnek nincs frekvenciafiiggése, azaz az ehhez a disz-
perzids relacidhoz tartoz6 hullim nem mads, mint a Debye-arnyékolas

i

maga — a plazma ledrnyékol minden , kellen lasst” perturbaciét.

3. VkTjo/m; € w/k < \/kTeo/me eset. Ekkor az ionok adiabatikusan,
az elektronok pedig izoterm médon viselkednek, és a diszperziés re-
lacio a kovetkezd:

1 w?; k2 KkT;o
1+ — 2 (1435—2) =0. 7.30
+ k:2)\2D6 w? ( + w? m; > ( )

Vezessiik be a ¢y ionakusztikus sebességet!

Cs = wpi)\pe = v/ mTe/mi (731)

Ekkor 7.30 igy irhato at:

k2c? k? kT;
2 s 7
=——1143— . 7.32
w e kz)\%e ( + 2 ) ( )

mg

Megint iterdciés moédszerhez folyamodunk és el6szor feltessziik,
hogy Tio = 0, azaz
2 ke

alakban kapjuk az ionakusztikus hulldmok diszperziés relacidjanak ele-
mi alakjat. Magasabb rendii korrekciét kapunk, ha ezt az elemi egyen-
letet visszairjuk 7.30-ba.

kQCQ K,T‘
2 S 2 70
1+ k2)\2, m;

(7.34)

Megkaptuk tehat a nem mégnesezett plazmahulldmok 7.22 alatti disz-
perzios relacidjanak két legfontosabb agat. A nagyfrekvencids ag az elekt-
ron plazmahulldmoké, a kisfrekvencids pedig az ionakusztikus hulldmo-
ké.
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7.1.2. Elektromagneses (inkompresszibilis) hullamok

Minden vektortér eldéllithaté egy skaldrmezd gradienseként plusz egy
vektormezs rotacidjaként, azaz minden V (r) felirhaté V(r) = Vi (r)+V x
Q(r) alakban. Mas megfogalmazasban: minden vektortér felbonthat6 egy
rotadcidmentes és egy divergenciamentes 6sszetevdre. Ebbol kovetkezben,
ha tekintjiik az elektromos tér 7.11 alatti kifejezését, rogton latjuk, hogy a
skalarpotencial adja a rotdciémentes komponenst, mig a vektorpotenciél
(Coulomb-mértéket hasznélva) a divergenciamenteset.

Az el6z6 fejezetben a kompressziés hulldmokat tekintettiik, amikben a
részecskék mozgasanak sebességtere és az ehhez tartoz6 perturbalt elekt-
romos tér rotdcidja nulla volt (divergencidja pedig sziikségképpen nem,
kiilonben a fent leirtak alapjan azonosan nulla vektorteriink lenne).

Most tekintsiik azokat a hullimokat, amelyekben V - u, = 0 vagy —
ekvivalens médon — V - E; = 0. Ezeket a hulldimokat elektromégneses,
inkompresszibilis vagy nyirasi hulldimoknak hivjuk.

Vegyiik a 7.10 egyenlet rotacidjat és u,( legyen — csakiigy, mint a meg-
el6z6 fejezetben — nulla!

0B,

= (7.35)

=V x (manaual) = —(GoTo

ot

Integraljuk ezt az egyenletet idében, szorozzuk meg ¢,/m,-val és
Osszegezziink a részecskefajtdkral!

V x J; = —gow. B, (7.36)
ahol J; a perturbélt dramstir{iség, valamint bevezettiik az
wy =y wr, (7.37)
o
jeloléssel az egyes komponensek plazmafrekvencidinak négyzetosszegét.

A linearizalt Ampere-torvényt felhasznélva J; igy is irhato:

1 OE
Jj=—V xB; - 6071. (738)
o ot

Ezt a kifejezést a 7.36 egyenletbe helyettesitve

1 8E1> . wz

V x <V x B1 — szﬁ —B;. (739)
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Faraday térvényétésa V x (V x A) = V(V - A) — V2A vektorazonos-
sagot felhasznalva
1 82B1 Wg
—Z -l rp
c2 Ot? + 2 b
ami, B;-t B, exp(ik - x —iwt) alakban feltételezve, a kovetkezo diszperzids
relaciora vezet:

V?B, =

w? = wg + K22 (7.40)

Ez a nem maégnesezett plazmdkban terjed6 elektromdgneses hulla-
mok diszperziés reldcidja. Az egyenletre pillantva azonnal latszik, hogy
ha w < wp, akkor a hulldim nem tud terjedni a plazméban, mivel k tisztan
imagindriussa vélik. Ebben az esetben a hulldm exponencidlisan gyengiil.

Meg kell még jegyezni, hogy a 7.37 egyenlet alatt definidlt atlag
plazmafrekvencia altaldban bonyolult fliggvénye az egyes komponensek
Wpe = naq?, /eom, plazmafrekvencidinak, azonban az elektron- és ionto-
meg kozotti jelentds kiilonbség miatt w,,, gyakorlatilag egyenl6 az elekt-
ron plazmafrekvencidval.

7.2. Magnesezett plazmahullamok

A mégnesezett plazmahullamok sokkal nagyobb valtozatossdgot mutat-
nak, mint a nemmagnesezettek. Ennek az alapvet6 oka az, hogy a mag-
neses tér irdnyaban, illetve arra merdleges irdnyban a plazma mozgésa
lényegesen kiilonb6zo.

A magnesezett plazmahulldimok két alapmoédusat, a nyirdsit és a
kompressziésat, Hannes Alfvén svéd fizikus ,fedezte fel”, igy ezeket az
alapmodusokat Alfvén-hulldmoknak nevezziik. Alfvén eredeti levezetése
az MHD-egyenleteken alapult, de mi most a kétfolyadék elmélet keretein
beliil targyaljuk ezeket a hullimokat. Az Alfvén-hullamok alacsony frek-
vencidja plazmahullamok (a plazmak magnetohidrodinamikai leirdsa ele-
ve csak ilyenek 1étét engedi meg), ezért a mostani kétfolyadék targyalasnal
a plazma mozgésdra a driftkozelitést haszndljuk és az eltolasi aramot el-
hanyagoljuk. Természetesen a plazmakban nagyfrekvencidja magnesezett
hulldmok is terjednek, és ezeket a kovetkezo fejezet be is mutatja.

Megjegyzendd, hogy a méagnesezett hullimok MHD-képben is 1étez-
nek, mig a kompressziés, nemmaégnesezett elektron-, illetve ionplazma-
hulldmok csak a kétfolyadék képben, mivel ott feltétlentil sziikség van
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a két folyadékkomponens térbeli szétvaldsdra ahhoz, hogy a hullamokat
haijt6 elektrosztatikus tér 1étrejohessen.’

A mégnesezett plazmahullamok diszperzios reldcidja tobb dgra esik
szét aszerint, hogy a plazma hidrodinamikai nyomésa hogyan viszonyul
a magneses nyomashoz. Izotr6p hémérsékleteloszlds esetén a o tipusti ré-
szecskékre ezt az aranyszamot a kdvetkez6képpen adjuk meg:

8, — NgkTy
° B2

Ez a plazmabétinak nevezett mennyiség kdzponti helyet foglal el a
magnesezett plazmédk elméletében, nem csak a hulldmok jellemzésénél
fontos.

A magnesezett plazmahulldmok bevezetéséhez tekintsiik az Ampere-
torvény és az indukciés egyenlet linearizalt alakjait! A nem perturbalt
magneses tér legyen térben homogén és idében allando!

0B
Ej=—F1—- 7.41
V x Ep BN (7.41)
VxB; = ,qul (742)

Ebben az egyenletrendszerben harom ismeretlen van, ezért ha vala-
milyen harmadik egyenletbdl (vagy egyenletekbdl) szdrmaztatni tudnank
a J(E;) fliggést, akkor a harom egyenletbl E; és B; mar egyértelmiien
meghatarozhato lesz. Ezutdn a nem mégnesezett hullimoknal megismert
eljarashoz hasonléan a perturbalt terekre harmonikus fiiggést fogunk fel-
tenni, igy kapjuk majd meg a hulldamok diszperziés reldcidjat.

A 6. fejezetben kiszamitottuk az egyes folyadékkomponensek (elekt-
ronok és ionok) magneses térre merdleges driftsebességeit izotrép plazma-
ban linedris rendben. A kdnnyebb érthetdség kedvéért itt megismételjiik
az ott kapott kifejezést.

mys | d
Uy, =Ugs0 — ﬁ |:dtu0-0:| x B
(7.43)
ExB VF,xB

B? qgnUBz

U0 =

A kinetikus elmélet mint kozelitésmentes elmélet is természetesen szamot tud adni a
nemmagnesezett elektron- és ionplazmahulldmokrol.
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A méagnesezett plazmahullamok szdrmaztatdsdhoz ezt a driftsebessé-
get linearizalnunk kell. A linearizalt kifejezés:

d
Uyl =Ug01 — miaz {11001} x B
qoB* | dt

(7.44)
E1 x B _ VPol x B

B? %7”032

Us01 =

A driftdramldsok és a hullamok altal okozott perturbécié kovetkezté-
ben a magneses térre merdlegesen elektromos dram is fog folyni, melyhez
tartoz6 aramstirtiség:

JJ_l = ZnUQUuol =
o

E, x B VP,  xB E my VP, x B
=Z Moo 13 g t|\mMepy | T~ gz

4o
(7.45)

Ez az dram annak a J; dramperturbaciénak a mergéleges komponen-
se, melyre a 7.42 egyenletben sziikségiink lesz. A hianyz6 J.; arampertur-
baciét lentebb szamitjuk ki.

A'7.45 egyenletbdl latszik, hogy

1. az E x B drift nem ad jarulékot az dramba,

2. az ionok és az elektronok tomege kozotti jelentds kiilonbség miatt az
elektromos tér okozta polarizacids driftben csak az ionok jaruléka je-
lent&s,

3. a diaméagneses drift polarizaciés jaruléka szintén elhanyagolhat6 a
tobbi tag mellett, mivel az w/w,. rendben kisebb a tobbi tagnal.

nimiELl VPl x B

B2 B2 ’
ahol P = ) _ P, az elektronok és ionok nyomaséanak 0sszege.

Ji= (7.46)

Plazmafolyadékunk egy kiszemelt pontjdban vegyiink fel lokalis
Descartes-koordinatarendszert tigy, hogy a z tengely a mégneses tér ira-
nydba mutasson, és bontsuk fel vektorainkat a magneses térrel (a z ten-
gellyel) parhuzamos és arra meréleges komponensekre, azaz legyen pél-
dadul E; = E|; + E.12. A derivéltoperatort bontsuk fel hasonlékép-
pen: V = V| + 20/0z, valamint feltételezziik, hogy minden mennyiség
f(z,y) exp(ik;z — iwt) alakban irhato!
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Ekkor a 7.41 Faraday-egyenlet igy irhato:

. .0 0 .
VixE 1 +V) X E 2+ eyl E = —a(Bn + B.12),  (747)

aminek parhuzamos

Z- VL X Eil = inzl, (748)
illetve mer&leges komponense
(VJ_EZI — ik'ZEJ_l) Xz = iWBJ_l (749)

igy néz ki. Bontsuk a 7.42 torvényt hasonl6 médon parhuzamos, illetve
merdSleges komponensekre!

2-V1 xBi1 = poJa (7.50)
(ViB.1 —ik.B11) x 2= pod 11 (7.51)

Az dramsfirtiség merSleges komponensének értékét a 7.46 egyenletbdl
behelyettesitve kapjuk:

(ViBa —ik:Bii) x 2= ——FE ;1 — (7.52)
vy B
Atrendezés utan:
P .
vl (le el 1> X £ —ikBly x 5= ——5E;. (7.53)
B vy

Ez utobbi egyenletben bevezettiik a v4 = B?/(uop) Alfvén-sebességet,
aminek a jelent6ségét késobb fogjuk latni (p a plazma tomegstirtisége).

A '7.49 és a 7.53 egyenletek E | ;-re és B ;-re vonatkozo csatolt egyen-
leteknek tekinthet6k, amelyek a 7.49 egyenlet z-pal val6 vektoridlis szor-
zésa utdn az aldbbi format nyerik (itt mar E | ; és B ; x 2 a véltozdink):

iWBJ_l X Z— ik‘zEJ_l = —VJ_Ezl

P 7.54
<BZ1+M0 1>><2. (7.54)

iw
ik, B :— —sE 1=V
K B11 X2 2 11 1 B

A

Ezt az egyenletrendszert algebrai atalakitdsok utin megoldhatjuk
E | {-reésB; x Z-re:

ik,V  E,1 + inl(le + /LoPl/B) X Z

EJ-l = w2/v2 — k2
o A ) (7.55)
8 . i(w/v)VLIE +ik.V (B + poP1/B) x 2
L1 xz= w? v} — k2 '

52



MAGNESEZETT PLAZMAHULLAMOK

A mer6leges komponensekre vonatkoz6 egyenletek utdn tekintsiik a
Faraday- és Ampere-torvények 7.48 és 7.50 atalakitdsaval kapott, a parhu-
zamos komponensekre vonatkozo egyenleteit!

V- (EJ_l X 2) = inZl

. (7.56)
V- (Bl x 2) = poJa
Behelyettesitve E | ; x 2 és B x 2 fenti kifejezéseit, kapjuk:
v. ik,ViFE. xZz— iij(le +moP1/B)\ _ iwB.,
w? /vy — k2
) ) . . (7.57)
l(w/UA)VLEzl + ik, V(B + poP1/B) x 2
V- 2/.2 B} = :LLUJZL
w? /vy — k2

Mivel egy vektortér rotacidjanak divergencidja mindig nulla, ezért
V- (V1E.1 x2) =08V (VL (B, +poPr1/B) x z2) = 0. Ezeket az 6ssze-
fuggéseket felhasznalva a parhuzamos komponensekre vonatkozo egyen-
letek az alabbi alakokra egyszertisodnek:

Vi(B:1+ poP1/B)
. — B, 7.58
v (e 1 i
iwV | E. )
V- (W) = UA,U,()le. (759)

A 7.58 és a 7.58 egyenletek megolddsdhoz ismerniink kell még P; és
J.1 kapcsolatét B,;-el, illetve E,1-el, de ezt mar csak annak fliggvényében
tudjuk megtenni, hogy kompressziés vagy nyirdsi hullamokat targyalunk.
Vegyiik ugyanis a driftsebesség 7.44 alatti kifejezésének divergencidjat
(a polarizécios jarulékokat itt is elhanyagolhatjuk):
1 1 0B; iw
V-uglZEB-VXElz—?B-W:Ele! (7.60)
Lathato, hogy nyirasi hullaimban (V - u,; = 0) B,; = 0, kompresszios
hulldmban pedig B, véges, amihez véges V - u,; miatt véges P, nyomas-
perturbacié tartozik.

7.2.1. Nyirasi Alfvén-hullamok

Nyiréer6k hidnydban egy kozonséges folyadékban nem terjedhetnek
transzverzélis hulldmok. Magnesezett plazmaban azonban a médgneses tér
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deformdldsahoz, egészen pontosan a tér meggorbitéséhez sziikséges erd
éppen a ,hidnyz6” nyirasi er6t eredményezi. Ennek megfeleléen a nyi-
rasi Alfvén-hulldmok olyan transzverzélis hulldmok, melyek a magneses
térrel parhuzamosan terjednek, és amikben a plazma a térre mer&legesen
rezeg vagy elcsavarodik (mint egy htr transzverzalis vagy torzios rezgé-
sei). A 7.2. dbra szemlélteti az alap Alfvén-médusokat (a nyirdsit és a ké-
s6bb bemutatand6 kompresszidsat). A konnyebb dbrazolhatésdg kedvéért
a perturbdlatlan tér és a nyirasi hulldm terjedési iranya tisztan z iranyua.

7.2. abra. a) A perturbalatlan magneses tér. b) A nyirdsi Alfvén-hulldmok
alapmodusa. ¢) A kompresszids Alfvén-hulldmok alapmédusa.

A hulldmok szdrmaztatisdhoz tekintsitk a  kétfolyadék-
mozgasegyenlet pArhuzamos komponensét!

NgMo 8130:1 =Neqob1 — ’VaﬁTaagal (7.61)
z
Ebben az egyenletben P, = ~,n,xT, helyettesitéssel éltiink. Mivel
a magneses térrel pirhuzamos mozgas egydimenzids, a 7.61 egyenletben
7 = 1 ha izoterm, és v = 3 ha adiabatikus a folyamat. Az izoterm eset
az w?/k? < kT,/m, esetnek felel meg, mig adiabatikus esetben a relaci6
forditott.

AV -u, = 0 feltétel miatt a kontinuitasi egyenlet:

871,71 0 _
ot + &(nauazl) =0. (7.62)
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A 7.61 egyenlet id6derivaltjat véve és a kontinuitdsi egyenletet behe-
lyettesitve kapjuk:

GQUUZI KTy aQUozl qo 0FE 1

o2 . 022 m, ot (7.63)

Ez nagyon hasonlé a kompressziés elektrosztatikus hulldimokat leir6
7.15 egyenlethez azzal a kivétellel, hogy most nem tettiik fel, hogy E.;
elektrosztatikus. Feltéve, hogy mennyiségeink ~ exp(ik - x — iwt) alakuak,
egyenletiink algebrai egyenletre vezet és megoldhat6 a perturbalt sebes-
ség z irdnyt komponensére:

iWQU Ezl

(7.64)

Ugzl =
my w2 — Y.k26T,/my’

amibdl rogton adodik az dramstirtiség parhuzamos komponense, melyre
a 7.59 egyenlethez sziikségiink van.

2
HOle - 5 zl Z — ’YJIC2I{T /mg (765)

Behelyettesitve ezt a kifejezést a 7.59 egyenletbe, kapjuk a nyirasi
Alfvén-hullamokra vonatkozo6 differencidlegyenletet:

VJ_EZI
S YiBa ) vap . 7.
v (oﬂ/vfx ) 2t Z w? — ’yngnT /My =0 (7.66)

A V| — ik behelyettesitést elvégezve kapjuk a diszperzios reldciét:

2 2 2,
R Y 1 Wpi 1
w? —k2v% A w? —ek26Te/me 2 w? — k2T /m;

=0. (7.67)

A nyirasi Alfvén-hulldmok harom csoportba oszthatok aszerint, hogy
az Alfvén-sebesség hogyan viszonyul az elektron, illetve ion termikus se-
bességekhez. A harom csoport a kévetkezé: (1) v4 > 02,02, (2) v3, >
vy > v2, és (3) v3, w3, > 0. A plazmabétdval jellemezve a hdrom cso-
portot a kovetkez8, ekvivalens felosztast kapjuk: (1) S < me/m;, (2)
m;ifBe/me > 1> B; és (3) B; > 1.

Vizsgéljuk meg részletesen is ezt a harom csoportot!
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1. Ebben a csoportban a 7.67 egyenletben a masodik tag domindl a har-
madikhoz képest, és a diszperzids relécio6 ilyen:

W2 = k2vh .
1+ kypc?/w2,

Ezeket a hulldmokat tehetetlenségi Alfvén-hullimoknak hivjuk, amik

hideg plazmahulldmok, mert a diszperzids reldci6 fliggetlen a plaz-

ma homérsékletétsl. A c/w,. mennyiség az elektron iitkozésmentes skin-

mélyséq.

2. Ebben a csoportban a 7.67 egyenlet igy egyszerfisithet:

B w 1 wl 1 0

w2 — k204 k26T /me 2 w?

Mivel ebben az egyenletben w? két kiilénboz6 nevezdben fordul eld,
az egyenlet omegdban negyedrend(i, azaz tulajdonképpen két kii-
16nb6z6 moédust ir le. Tegyiik fel, hogy a vizsgdlt médusra a hul-
lam sebessége sokkal nagyobb az ion-akusztikus sebességnél, azaz
w?/k2 > kT, /m;!

Ekkor

k? T 2
w2:k§v124<1+jﬁe 02 >,

VG Me Wie

és a hulldmot kinetikus Alfvén-hulldimnak hivjuk. Bevezetve a

1 kT, c? KT,
pr=F—"0=—= (7.68)
VY Me Wpe MWy
fiktiv ion Larmor-sugdrt (az ionhémérséklet helyett az elektronhd-
mérséklet szerepel a képletben), a diszperzids relacié igen egyszerfi
alakot olt:

w? = kv (1 + k1 pg).

3. Ebben a csoportban a diszperzids reldcié az el6z6 csoportéhoz hason-
lit
2 _ 122 2 2
W= szA(l + kJ_ps)’

de itt p? definicidja egy drnyalattal kiilonbozik a korabbitol:

2 <1+1>‘1: oL
s wgi )\QDe )\2Di (1+ Te/Ti)miwé
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7.2.2. Kompressziés Alfvén-hullamok

A kompressziés Alfvén-hulldmokban B # 0 és E,; = 0, ami egyben azt
is jelenti, hogy J,1 = 0. Ezek a hulldimok a mégneses tér er6vonalainak
stirtisodését-ritkulasat eredményezik (7.2. dbra). A diszperzios reldciobol
majd latni fogjuk, hogy ez a hullam nemcsak kizérélag az egyenstlyi mag-
neses tér irdnyara mer&legesen terjed, de ez a specidlis k-m6dus abrazol-
hat6 a legkénnyebben (7.2 abra).

A linearizalt kontinuitdsi egyenlet a szokdsos alak:

anal
ot

A 7.60 egyenletet felhasznélva ez igy irhato:
Ong1  ng 0B

+n,V -u,1 =0. (7.69)

— = 7.70

ot B ot ’ 7.70)
amit idében integralunk:

Mol B

— = . 771

e~ B (7.71)

A merdleges Osszenyomdsra adiabaticitast feltételezve

Py Nol

— =7—. 7.72

P~V n (7.72)

Ebbél a kifejezésb6l P; értékét beirva a 7.58 egyenletbe kapjuk a
kompressziés Alfvén-hulldmok differencidlegyenletét:

V2 + c?
V, | =24—-5V,B, B, =0, 7.73
ahol T
=== + 5 (7.74)
m;

Ezen a helyen kell megjegyezni, hogy az irodalomban sokszor ¢, fen-
ti alakjat hivjak ionakusztikus sebességnek, és nem a 7.31 egyenlet alatt
megadott alakot. Mi azonban csak 7.31-et hivjuk ionhangsebességnek, és
a 7.74 mennyiségnek nem adunk kiilon nevet, bar a definici¢ kétségtelentil
nagyon hasonlit a 7.31 alattira.

A V| — ik, behelyettesitéssel nyerjiik ebben az esetben is a diszper-
zi0s relaciot: K (% 4 )

w;_—/;%s +1=0. (7.75)
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Vagy mas formdban, a k? = k2 + k% trividlis 8sszevonast behelyette-
sitve
w? = k2% + k2 2 (7.76)
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8. Hideg plazmahullamok taxonémidja

A 7.28,7.34, 7.67 és 7.76 diszperzids reldcidkra pillantva azonnal 14tjuk,
hogy az Alfvén-hulldmok olyanok, hogy nulla hémérséklet(i, tigynevezett
hideg plazmdban is léteznek (a hulldm fazissebessége T' — 0 esetén is vé-
ges), mig az elektronplazma-hullamok és az ionhanghulldmok terjedésé-
hez véges hémérséklet kell. A hideg plazma kifejezés ne zavarjon meg
minket, nem alacsony hémérsékletii plazmdrél van sz6, aminek alacsony az
ionizacids foka, hanem egy olyan, teljesen ionizalt kozegrél, melynek a ho-
mérsékletét (és igy a nyomadsat) elhanyagoljuk egyéb paramétereik (pl. a
magneses nyomas) mellett.

A 7.2 fejezet Alfvén-hulldmai alacsony frekvencidji, mégnesezett hul-
lamok voltak, melyek szarmaztatdsdnal a perturbalt dramot drift kozeli-
tésben szamitottuk ki. Ez — mint akkor lattuk — a hulldm frekvencidjara
vonatkozé w < w; kikdtésnek felelt meg.

A mostani, hideg plazmahulldmokkal foglalkoz6 fejezetben tetszdle-
ges frekvencidjd, de csak nulla hdmérsékletti plazmaban terjedé hulldamo-
kat vizsgalunk. Latni fogjuk, hogy alacsony frekvencidk esetén a hulldmok
az Alfvén-moédusokba mennek &t, de 4ltalanos esetben nagyon sokféle 4ga
van a diszperzids reldciénak.

Tekintsiik a kétfolyadék-mozgasegyenletet nulla hdmérsékleten (P =
0) és kis amplitiiddjii, gyengén inhomogén elektromos tér esetén! A drift-
dramladsok targyaldsanal latott modon (6. fejezet) most is feltessziik, hogy
az elektromos tér inhomogenitdsdnak L karakterisztikus tavolsagan az
dramlas sebessége nem véltozik, azaz a konvektiv derivéltban a térderi-
véltakat tartalmazo tagot elhagyjuk. A kis amplitidéju elektromos tér fel-
tételezése pedig ahhoz kell, hogy a keltett hullamok linedris kapcsolatban
legyenek a kelt6 tér intenzitdsaval. Az elektron- és ionkomponensek ko-
z0tti strl6dastol eltekintiink.

A fenti kozelitésekkel a kétfolyadék-mozgasegyenlet az aldbbi alakt:

mongaauta = gono(E 4+ u, x B). (8.1)

Tegyiik fel (ebben a jegyzetben immar sokadszorra), hogy a perturba-

ci6 olyan, hogy u, ~ e~“%, azaz az idének harmonikus fiiggvénye. Ekkor

a 0/0t idéderivalt —iw-val val6 szorzdssal helyettesithets. A tovabbiakban

a levezetés konnyebb kovethetdsége kedvéért az egyenletekben nem irjuk
ki explicite az e 7! fiiggést, de feltételezziik azt.
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A mégneses térrel parhuzamos, illetve meréleges mozgésegyenlet-
komponensekre az alabbi alakokat kapjuk:

—iwua” = %E”, (82)
-4wumL=;%LEL-+ww@¢Lx2y (8.3)

(e

Itt wer a szokdsos médon a o tipust részecske ciklotronfrekvencidja és
Z a magneses tér irdnydba mutaté egységvektor.
A 8.2 egyenlet azonnal rendezheté a parhuzamos sebességkompo-

nensre:
4o

MeW

uU” =i EH (84)

A 8.3 egyenlet rendezése kis figyelmet kivan, mert a sebesség meréle-
ges komponense nem feltétlentil (s6t, altaldban nem) parhuzamos az elekt-
romos tér merSleges komponensével.

Bontsuk fel u, -t az elektromos tér mer&leges komponensével pér-
huzamos (p indexti) és arra merdleges (m indexti) komponensekre, azaz
legyen

Uyl = Uslp + Usim,

ahol
Ugim * EJ_ =0

A felbontast a 8.3 egyenletbe beirva és rendezve:

q . A
0= LEJ_ + lw(uaJ_p + uUJ_m) + wco[(uaj_p + uUJ_m) X Z] (85)

o

Vegyiik észre, hogy az u,1,, Uy m és 2 vektorok paronként merdle-
gesek egymasra, azaz példaul 1, |, el6allithaté vagy G, 1, = Ggy1m X Z,
vagy Uy p = 2 X U, |, alakban. (A "-os vektorok az adott irdnyba mutat6

egységvektorok.)

Ekkor a 8.5 egyenlet két, a p- és m-komponensekre vonatkozé egyen-
letrendszerre esik szét, amelynek megolddsaval megkapjuk a sebesség
magneses térre merdleges komponensét:

w,
u, = —i 4o E, + co qo

mew(l — w2, /w?) W mew(1l — w2, /w?)

(xE.. (8.6)
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Ezt a kifejezést a parhuzamos komponenssel (8.4 egyenlet) 6sszevon-
va kapjuk a teljes sebességet:

(8.7)

Uy, —

iqg E EJ_ _ iwco' zx E
mew | 11 Jw? w 1—w? /w?

Az elektromos dram, ami ebbdl a sebességb6l adéddan a plazmédban
megindul:
J= Z NogdoUg,
g

vagy behelyettesitve a sebességeket

2

. w E| iw z2x E
J= = E - —= . 8.8
1502 w [ I+ 1— w2, /w? w 1—w? /w? 8)

(e

Az dram ezen kifejezését az Ampere-torvénybe irva:

OE
V x B = pod + pogo—- 5 =

E, weey 2xE .
(zao Z [E” + " Ja? -, 1 o2 o —iwegE | .

Az egyenlet jobb oldaldn 4j jelolést bevezetve igen egyszerti alakot
kapunk:

)
o (K-B), (8.9)

ahol K az agynevezett dielektromos tenzor. A tenzor matrixa elemeinek se-
gitségével a K - E szorzat attekinthet6 alakra hozhato:

VxB= HOE0 =7

E, iwee, 2Z2XE
K-E=E— E — =
Z [ H—i—l—wgg/ouz w 1—w? /w?
S —iD 0
—|ip s o |-E (810
0 0 P

Az S, D és P elemek definicidja rendre a kovetkezd:

2

2
o Wpo Weo _ Wpo
5_1—§jw2 7 D= §jww2 . P=1-3 5 61D
o
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Az S az angol sum (6sszeg), a D az angol difference (kiilonbség), a P pe-
dig az angol parallel (parhuzamos) szavakbol szarmazik. Az S és D jelolés
értelmét késtébb latni fogjuk, a P matrixelem értelme mdr most is vildgos
— az ugyanis nem mds, mint a nemmagnesezett plazmak P =1+ x; + Xe
dielektromos fiiggvénye (7.1.1 fejezet) hideg plazma kozelitésben. A plaz-
ma viselkedésének parhuzamos dinamikdjat ugyanis nem befolyasolja a
maégneses tér.

K fenti definicidjaval tehat a Maxwell-egyenletek, a Lorentz-egyenlet
és a plazma dramait (dramldsait) leir6 egyenletek az aldbbi két, csatolt
egyenletben 6sszegezhetk:

10
0B
VxE=—"" (8.13)

A hideg plazmahulldmok hulldmegyenletét megkapjuk, ha vessziik
a 8.13 egyenlet rotacidjat, majd ebbe behelyettesitjiik a 8.12 egyenletet:

1 92

K-E). (8.14)
Az elektromos tér ~ exp(ik - x — iwt) tér- és id6fliggését feltételezve
algebrai egyenlethez jutunk:

w2

kx(kxE):—c—Q(K-E). (8.15)

Célszerti bevezetniink az n = ck/w torésmutat6-vektort, ami lényegé-
ben a hulldmvektor dtskaldazasa tgy, hogy a torésmutaté abszolut értéke
egységnyi legyen a fényhullamokra. A torésmutat6 felhasznalasaval a 8.15
egyenlet igy irhato:

nn-E—n’E+K-E =0, (8.16)

ami nem mds, mint egy homogén egyenletrendszer az elektromos tér ha-
rom komponensére. Az n = ck/w torésmutaté-vektor a mar ismert mo-
don felbonthat6 a méagneses térrel parhuzamos és merdleges komponen-
sekre (természetesen most is a z tengely mutat az egyensulyi magneses
tér iranyaba). A z tengely megvalasztasan tul, az dltaldnossag megszo-
ritdsa nélkiil vegytik fel lokdlis Descartes-koordindtarendszeriinket gy,
hogy az z-tengely mutasson n mer&leges komponensének irdnyaba, azaz
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legyen n, = 0. Ezt csak térben homogén egyenstily esetén tehetjitk meg,
de plazmank most homogén egyenstlyi allapottal rendelkezik.

A 8.16 egyenletet irjuk matrix alakba!

S—n?2 —iD Ny, E,
iD  S-n* 0 | By | =0 (8.17)
NN, 0 P—n?2 E,

A konnyebb targyalds érdekében vezessiink be gombi koordindtakat a
k-térben (vagy ekvivalens médon az n-térben) gy, hogy 2 legyen a koor-
dinatarendszer tengelye, 6 pedig a polarszog. Ezekkel az 4j koordinatdk-
kal

ne =nsinf, n,=mncosh, n?=n2+n? (8.18)
és
S —n?cos?d —iD n®sinfcosh FE,
iD S —n? 0 | Ey, | =0 (8.19)
n?sin @ cos @ 0 P —n?%sin?60 E,

A 8.19 homogén egyenletrendszernek akkor van a trividlistol eltér6
megolddasa, ha az elektromos tér komponenseinek egytitthat6ib6l képzett
matrix determinédnsa nulla, azaz

S —n2cos?0 —iD  n2sinfcosh
iD S —n? 0 =0 (8.20)
n2sin @ cos 0 P —n2sin?6

A 8.20 egyenlet megolddsai megadjak a plazmaban terjed hulldimméo-
dusokat és az w(k) (vagy ezzel ekvivalens médon az w(n)) osszefliggést,
azaz a diszperzids relaciét.

Miel6tt a meglehetdsen bonyolult, legéltalanosabb helyzetet, a tetsz6-
leges w frekvencidji hulldm teszbleges 6 iranyt terjedését megvizsgal-
nédnk, nézziink meg harom egyszertibben kezelhet6 esetet.

Két esetben a terjedés irdnyara (az egyenstlyi térrel parhuzamos és
merdleges terjedést vizsgaljuk), a harmadikban pedig az w frekvencidra
(alacsony frekvencidkra szoritkozunk) tesziink megszoritdst. A térrel par-
huzamos, § = 0, azaz k || By és a térre merdleges, § = /2, azaz k L By
esetek azért egyszertiek, mert a 8.20 matrix nemdiagonadlis elemei koziil
kettd eltlinik, és a 8.20 alatti determindns kiszamitasa igen konnyfi.
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8.1. Terjedés a magneses térrel parhuzamosan (¢ = 0)

A 8.19 egyenlet ebben az esetben igy irhato:

S—n? —iD 0 E,
iD S-n?> 0| -| E, | =0. (8.21)
0 0 P E.

Ennek az egyenletrendszernek a determindnsa

[(S—n*?-D*P=0, (8.22)

aminek két gyoke van.
P=0 (8.23)

és
n?—8=+D. (8.24)
A 8.24 egyenlet

n=R, n*=1L (8.25)

alakban is irhato, ahol
R=S+D, L=S-D. (8.26)

Az R az angol right (jobb) széra, az L pedig az angol left (bal) széra
utal. Ezek utdn a kordbban bevezetett S (sum) és D (difference) bettik méar

értelmet nyernek, mivel
R+ L R—-L
S=—— .
2 7 2

A 8.24 egyenlet szerint a magneses térrel parhuzamos hullamterjedés-
nek két alapmoédusa van, ' mégpedig (beirva S és D korabbi definici6it):

2 2
w w
R=n?’=1- —2 _ ¢ L=n>=1-Y —27 . (8.27)
; w(w + Weo)’ ; w(w — weo) (
A torésmutaté az R-modus esetében w = —wq,-ndl, mig az L-médus

esetében w = 4w.,-ndl divergdl. Mivel w., = ¢, B/m,, kovetkezésképpen
az ionciklotron-frekvencia pozitiv, az elektronciklotron-frekvencia pedig

©A P = 0 médus most szdimunkra teljesen érdektelen, mert az — mint kordbban emli-
tettiik — semmiben nem kiilénbo6zik a nemmaégnesezett plazmahulldmoktol.
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negativ szdmmal adhat6 meg. Ebb6l kbvetkezben az R-médus torésmuta-
téja az elektronciklotron-frekvenciandl, az L-moédus torésmutatdja pedig
az ionciklotron-frekvenciandl divergal.

w — oo (nagy frekvencidk) esetén R, L — 1, w — 0 (alacsony frekven-
cidk) esetén pedig fel kell haszndlnunk, hogy

w2 2
poc _ Noly Mo  Nolo (8.28)
N B &B’ ‘
Weo E0Mo 4o €0
azaz ) )
“pi _ e
Wei Wee
Ezzel az w — 0 esetre
2 2
. 1 W w
lim RL=1—-— r__ 4 pe =
w—0 wl(wEtwey) (Wt wee)
2 2
oy Y T e
WeilWee

2
Neqe My Me

14 (8.29)

Itt v4 a mdar korabban megismert Alfvén-sebesség, vagyis alacsony
frekvencidkon ezek a médusok az Alfvén-médusokkal vannak kapcsolat-
ban, mivel hasonléak a diszperzios relaciéik. A 8.1. dbra mutatja a torés-
mutat6 négyzetének frekvenciafiiggését az n? = R, L hullamokra.

Miutdn meghatédroztuk a 8.21 egyenlet egytitthatomatrixdnak sajatér-
tékeit, szamitsuk ki a sajatértékekhez tartozo6 sajatvektorokatis. Azn? = R
sajatértéket a 8.21 egyenletbe visszahelyettesitve az

-D —iD 0 E,
iD -D 0| -|E, |=0 (8.30)
o 0 P E,

egyenletet kapjuk, amibdl a sajatvektorokra

Ty (8.31)
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8.1. dbra. Az R-, illetve L-m6dusok torésmutatdjanak frekvenciafiiggése

adodik. Ezt felhasznalva lathatjuk, hogy példaul az n = ++/R érték eseté-
ben az elektromos tér a 2-ra merdSleges sikban a kdvetkez6 alak:

E| =R{E (2 +1iy) exp(ik,z — iwt)} =
= |E {Zcos(kzz —wt +9) — ysin(k,z — wt +0)}, (8.32)

ahol E, = |E| |e". Bz az elektromos tér egy jobbra cirkuldrisan polarizdlt,
a z tengely irdnyéba terjed$ hulldimnak felel meg. Az n? = L sajatérték
pedig egy balra cirkuldrisan polarizdlt hulldmot ir le, aminek megfelelen az
R(= right) és L(= left) jelolések értelme vildgos lett. Linedrisan polarizalt
hullam az R és L hulliamok megfelel6 6sszegébdl éllithato eld.
Osszefoglalva: a magneses térrel parhuzamos hulldmterjedés esetén
két sajatmodus létezik — mégpedig egy jobbra és egy balra cirkuldrisan po-
larizalt. A jobbra polarizalt hullimnak a torésmutatéja végtelenhez tart az
elektronciklotron-frekvencidnal, mig a balra polarizalt hulliamnal ugyan-
ez az ionciklotron-frekvencidnal torténik. Alacsony frekvencidkon ezek a
moédusok az Alfvén-hullimoknak felelnek meg n? = 1 + ¢2/v% diszper-
zi6s relaciéval (mivel k, = k, = 0). A 7.2 fejezetben azonban az Alfvén-
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hullamok diszperziés reldcidja kicsit masként nézett ki. Felmertil a kérdés,
hogy a kordbbi fejezetben miért nem szerepel az "1’-es a diszperzids relaci-
6ban? Ennek az az oka, hogy akkor elhanyagoltuk az eltoldsi &ramot, amit
most nem hanyagoltunk el. Az eltolasi arammal kapcsolatos tag most azt
mutatja meg, hogy ha a plazma stir(isége olyan alacsony (vagy a magne-
ses tér olyan nagy), hogy az Alfvén-sebesség meghaladja a fénysebessé-
get, akkor az Alfvén-médusok kozel fénysebességgel haladé kozonséges
vakuumbeli elektromédgneses hullimoknak felelnek meg.

8.2. Levagasok és rezonancidk

A torésmutato a 8.1. dbran szemléltetett kvalitativ viselkedése, azaz hogy
léteznek olyan frekvenciak, amelyekre n? — 00, és olyanok, amikre n? =0,
nem kizdrdlag az ott mutatott R- és L-médusokat jellemzi, hanem é&lta-
laban is, minden moédus esetében tipikus. Azt a frekvenciat, amelyen a
torésmutatd négyzete végtelenhez tart, rezonanciafrekvencidnak hivjuk, azt
pedig, ahol a toresmutaté nulla, levdgdsi frekvencidnak. A levagasi frekven-
cidn a torésmutato tisztan valds értékrol tisztdn képzetesre valt. Tekintve,
hogy a hulldm fazisdnak térbeli valtozdsat ~ exp(in - x) alakban vettiik
fel, a képzetes torésmutaté lecsengd amplitidéja hullamot, a divergalé
torésmutat6 pedig nulla fazissebességel terjed hulldmot ad. Ha a hulldm
terjedésének irdnya mentén a plazmaparaméterek valtoznak, a hullam kii-
16nb6z6 torésmutatdja kozegeken halad keresztiil. Elérve egy olyan réte-
get, ahol a torésmutat6 divergal, a hulldm elnyel6dik, egy olyan rétegnél
pedig, ahol a torésmutat6 képzetessé vélik, a hulldm visszaverddik.

8.3. Terjedés a magneses térre merdlegesen (0 = 7/2)

Ha § = 7/2, a 8.20 egyenlet ilyen alakot vesz fel

S  —iD 0 E,
iD S —n? 0 | E, | =0, (8.33)
0 0 P —n? E,

ami ismét két, kiilonallé hullammodust definidl.

Az els6 médusndl a sajatvektor olyan, hogy a harom elektromos tér-
komponens koziil csak E, # 0, és az ennek a médusnak megfelel6 sajatér-
tékegyenlet P — n? = 0, vagy

W =K+ W, (8.34)
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ami pont egy nemmagnesezett plazméban terjed elektromagneses hulla-
mot ir le (7.1.2. fejezet). Ez a médus 6sszhangban van azzal az elvéréssal,
hogy a mégneses térrel pdrhuzamos plazmamozgdsokra a mégneses tér-
nek nincs hatdsa.!! Ezt a médust ordindrius hulliamnak hivjuk pont amiatt,
hogy viselkedését a magneses tér nem befolydasolja.

A masodik médusnal sem FE,, sem E, nem zérus (F, viszont igen)
és a sajatérték-egyenlet S(S — n?) — D? = 0 alakt, aminek a kovetkez6
diszperzids relaci6 felel meg:

9 S2 — D2 RL
n® = =2 .
S R+ L

(8.35)

Ennek a hulldimnak mind R = 0-nél, mind L = 0-nél levagésa, rezo-
nancidja pedig S = 0-ndl van. Mivel ez a médus fiigg a méagneses tértdl,
extraordindrius hulldimnak hivjuk. Az S = 0 rezonancia hibrid rezonancia,
mert frekvencidja mind w?,-t6l, mind w?,-t6l fiigg. Mivel S négyzetesen
fugg a frekvenciatdl, az S = 0 egyenletnek két kiilonall6 gyoke van, amit
az egyenlet explicit kifrdsaval hatarozhatunk meg.

w2 2

S—1———p e (8.36)

2 2 2 _ 2
we —wy; w Wee

Mivel wee > we;, az egyik (a nagyobbik, w > w..) gyok jo kozelitéssel
w]%h = wﬁe + w2 (8.37)

mig a mdsik, a kisebbik gyok (w < wee)

w2~
14 e

2
Wee

A nagyobbik gyok az tgynevezett felsbhibrid frekvencia, a kisebbik
gyOk pedig az alsohibrid frekvencia.
8.4. Alacsony frekvencidji hullimok tetszdleges iranyu terjedése

Nagyon alacsony, w < w; frekvencidkon

S~R~L~1+c/v%
D ~0, (8.39)

"E, = E, = 0,de E. # 0 miatta plazma részecskéi az egyenstilyi magneses tér mentén
oszcillalnak.
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azaz a diszperzios reldciét meghatarozo egyenlet

S — ng 0 NgN E,
0 S —n? 0 | Ey | =0 (8.40)
NNy 0 P — n% E,

alakra egyszertisodik. Mivel D = 0, az egyenlet determinadnsa két kiilon-
all6 moédust hatdroz meg. Az egyikre

(S —n*E, =0, (8.41)
mig a mdsikra
S—n2  ngn, E, |
ngn. P —n? ] : [ E, ] =0. (8.42)
Az els6 egyenlet
n?=49 (8.43)

diszperzids relaciéra vezet E, # 0 sajatvektorral. Ez a , klasszikus” komp-
resszids Alfvén-médus, mert az eltoldsi d&ram elhanyagoldsa esetén a 8.43
egyenlet a mar kordbban megismert w? = k?v% alakra vezet. A masodik
moédusban mind E,, mind E, véges és a diszperzids relacié

n? = g(S —n?) (8.44)
alaka. Ezek pont a tehetetlenségi Alfvén-hullimok w? = k2v%/(1 +

kZc? Jw?,) diszperzidval az eltoldsi dram elhanyagolasa esetén.

8.5. Terjedés tetsz6leges irdny és frekvencia esetén

Az el6z6ekben megvizsgalt egyszeriibb esetek, az alacsony frekvenciaja
Alfvén-mé6dusok, valamint a médusok a § = 0-ndl, illetve § = 7/2-nél
mutatott terjedése ravilagitott a hideg plazmahulldmok viselkedésének
legalapvetébb tulajdonsédgaira, igy legf6képp a rezonancia- és a levéaga-
si frekvencidk létére. Most vizsgaljuk meg a 8.20 egyenlet determinansat
tetszbleges w és 0 esetén! Kis szamolds utdn a determinans ilyen alakba
irhato:
An* — Bn? +C =0, (8.45)
ahol
A= Ssin?60 4 Pcos® 0
B = (S? — D?)sin? 0 + PS(1 + cos? )
C = P(S*> - D?) = PRL. (8.46)
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A 8.45 egyenlet négyzetes a torésmutatéban, aminek két gyoke van:

> _ BEVB?—4AC
24 '

(8.47)

Latjuk tehat, hogy a kordbban vizsgalt egyszer(i esetekkel 6sszhang-
ban a hideg plazmahulldmok diszperziés reldciéja mindig két kiilon mo-
dust hatdroz meg. Kimutathat, hogy valos 6 szogek esetén a B? — 4AC
mennyiség pozitiv definit, mivel

B% — 4AC = (S? — D* — SP)%*sin* 0 + 4P?D? cos? 6. (8.48)

Ebbdl az kovetkezik, hogy n vagy tisztan valés (ez haladé hulldmok-
nak felel meg), vagy tisztdn képzetes (ez felel meg a kihal6 vagy lecsen-
g6 moédusoknak). A 8.45 és a 8.46 egyenletekbdl kovetkezik, hogy levagéas
C = 0-nal van, amikor vagy P = 0, vagy R = 0, vagy L = 0. Rezonancia-
nal A — 0, amikor

Ssin? 60 + P cos? 0 ~ 0. (8.49)

8.5.1. A hulldimnormalis feliiletek

A diszperzits reldcio 4ltal leirt hullimviselkedést kvalitativen megjele-
nithetjiik az Ggynevezett hullimnormadlis feliilettel, ami nem mds, mint
egy polarkoordinata-rendszerben &brézolt gorbe,'? ahol a pontok orig6tol
mért tdvolsdga a hullam fénysebességgel normélt fazissebessége, a polar-
sz0g pedig a terjedés irdnya. Mivel n = ck/w, a hullimnormalis feliilet
nem mads, mint egyszertien 1/n(§) dbrazolédsa 0 fliggvényében. A legegy-
szer(ibb ilyen feliiletet a vakuumban terjed6 fény esetében kapjuk, mely-
nek egyenlete

0’ 22
és diszperzios reldcidja
1 w?
e 851)

A vakuumban terjedé fény hulliamnormalis feltilete tehét egy egység-
nyi sugara gomb. Altalanos esetben a feliilet persze bonyolultabb alakd,

12 Altaldban nem gorbe, hanem feliilet, de mivel plazmédnk homogén az = — y sikban, a
hullamnormalis feliiletet tokéletesen jellemzi a feliilet egy olyan sikmetszete, amely tartal-
mazza a z tengelyt. A hullimnormalis feliilet homogén plazma esetén a hullamnormalis
gorbe z tengely koriili megforgatdsaval kaphaté meg.
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mert a torésmutat6 fligg a terjedés iranyéatol. Az biztos azonban, hogy a
feliilet sugara rezonancidnal végtelenhez, levagasnél pedig nulldhoz tart
(mivel 1/n — 0 rezonancidndl, és 1/n — oo levdgasnal).

8.5.2. A CMA-diagram

A 8.47 egyenlet a médusok nagy gazdagsagat lefrja, de csekély gyakorlati
haszna van, mert a torésmutat6 nagyon sok paraméter nagyon bonyolult
fuggvénye. A CMA-diagram (Clemmow-Mullaly—-Allis) elegdns médon
mutatja be és rendszerezi a kvalitative igen kiilonb6z6 hullimmadédusokat.

Elvben a 8.47 egyenlet szerint a torésmutaté hat paraméter, egészen
pontosan ,w,wpe,wWpi,wee €5 we; fliggvénye. Azonban nem mind a hat pa-
raméter fliggetlen, mert wge /wfn- = m;/me és w2, W% = (m;/m.)? egysze-
resen toltott ionokra. Rogzitett iontoltés esetén tehdt a torésmutaté nagy-
sdga csak a terjedés iranyatol (0) és a plazmastirtiségtdl (wp.), valamint
a magneses tér nagysagatol fligg (w..). Kézenfekvé minden frekvenciat a
hullam frekvenciajdval normdlni, mert az S, D és P kifejezéseiben tigyis
a normalizélt frekvencidk fordulnak el6. Azaz n® ténylegesen 0, w2, /w és
w?, Jw fiiggvénye, tehat rogzitett frekvencidknal kizarolag a terjedési irany-
tol fiigg. Ha tehdt az n = n(0) fliggés megvan, azt abrazolhatjuk egy hul-
lamnormélis feliileten.

A CMA-diagramon a fliggtleges tengelyen az In(wp,/w* + w?;/w?)
mennyiséget, a vizszintes tengelyen pedig az In(w? /w?) mennyiséget 4b-
razoljuk. Ekkor a sik minden pontja kolcsondsen egyértelmtien megha-
tdrozza a plazma elektronstirtiségét és a magneses teret. Tulajdonképpen
a sik minden pontjdhoz hozzétartozik egy-egy hulldimnormadlis feliilet, és
CMA-diagramunkon ezekbdl akar tobbet is tudndnk dbrazolni, de ekkor
a diagram nagyon zstfolt lenne.

Szerencsére azonban nincs sziikség nagyszamua hullamnormélis felii-
let dbrazoldsara, mert a feliiletek topolédgiaja csak bizonyos hatdrvonalak
atlépésekor valtozik meg, ezért egy-egy adott tartomanyon beliil valtozik
ugyan a feliilet alakja, de topolégidja nem. A 8.2. dbra mutatja be a CMA-
diagram ezen tartomdnyait a hozzajuk tartozé tipikus hulliamnormalis fe-
lilletek alakjaival.

A tartomanyok hatérait a kovetkezd vonalak hatdrozzédk meg:

1. Az alapvet rezonancidk — ezek azok a vonalak, amelyek mentén
0 = 0 vagy 0 = /2 esetén n’-nek rezonancidja van, azaz R = oo
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Alfén

&e kompresszids  torzids/nyirt
w2 / P=0 {gyors hulldm) fssﬂ hullam)
o c
"/ L= oo

m2 ion ciklotron rezonangia
i ©=0
e — )

gyors Alfén hulldm -
) -
7 ,8=0

also hibrid
rezonancia

m; \ /
me i /
O (
4 & ‘ /\ tipikus “médust” vonal -
| e w a vonal mentén véltozik
| allando s(iriiséy és B esetén
! i
1 felsd hibrid | AN
F——_fel ibri _ N
~a—8 =0 >/\“ R=
. (]
\\\ | elektron ciklotron rezenancia
! 0=0
R=0 |
o) A |
“fény” @ \ /
hullémok 2 4y
\ Woe ™ Wy

w?2

8.2. dbra. A CMA-diagram

(elektronciklotron-rezonancia), L. = oo (ionciklotron-rezonancia) és
S = 0 (als6- és fels6hibrid rezonanciédk).

2. Alevagasok—-R=0,L=0¢és P =0.

Az egyes, levagasok és rezonancidk 4ltal hatarolt tartoményokon beliil
a hullamnormalis feliiletek a 8.3. d4bran bemutatott alakokat vehetik fel.

Igazolhat6, hogy csak hdrom alapvetd feliilettipus van, mégpedig az
(a) —ellipszoid, a (b) - fliggtleges stlyzo és a (c) — vizszintes stlyzo. A 8.3.
dbra (d) és (e) rajza mutatja a megengedett feliiletkombinacidkat: lathato,
hogy stlyz6 ellipszoiddal kombindlhat6, de stilyz6 stlyzéval nem. Ezen a
ponton érdemes visszaemlékezni arra, hogy — mint mar kordbban is meg-
allapitottuk — eredeti feltevésiink szerint a hideg plazmahulldmok terjedé-
se azonos az z és y tengely mentén, tehdt a hullamnormalis feliiletek va-
l6jaban a z tengely koriil szimmetrikus forgastestek, amiknek csak a met-
szeteit abrazoljuk.

Hogyan hasznéljuk ezek utdn a CMA-diagramot? Tegyiik fel, hogy
adott sfirtiségli plazmank van adott magneses térben. Mivel a diagram
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(b) z

(©)

ellipszoid

(d)

fliggdbleges sulyzo

(e)

vizszintes sulyzé

-
—

+

z
-
s
\7 a
//’

8.3. dbra. A hullaimnormalis feliiletek tipusai és megengedett kombindaci6i

koordinétéi az In(wy, /w? + w?; /w?) és az In(w, /w?) mennyiségek, a szoba
johetd, lehetséges hullamterjedési frekvencidk egy 45°-os egyenes mentén
helyezkednek el, melynek helyzete a sikon a plazmastirtiség és a magne-
ses tér fliggvénye. A nagy frekvencidk a bal als6 tartoményban, a kicsik
a jobb fels6ben vannak. A megengedett médusok e mentén az egyenes
mentén fekszenek, tehat csak azok a médusok megengedettek, amiknek a
tartomanyain beliil ez az egyenes 4thalad. Igy meg tudjuk pontosan mon-
dani, hogy adott plazmdban adott frekvencia esetén melyik hulldimmaodus
alakul ki.

73



PLAZMAHULLAMOK INHOMOGEN KOZEGBEN — A DRIFTHULLAMOK

9. Plazmahulldimok inhomogén kézegben — a drifthul-
lamok

Csak a tankonyvekben homogén minden kozeg. A valésagban az egyen-
salyi mennyiségek legtobbszor a térnek valamiféle nemtrivialis fiiggvé-
nyei, ez az inhomogenitas pedig jelent6sen médositja vagy médosithatja a
hullamok terjedését.

Most tekintsiink egy viszonylag egyszer(i plazmakonfiguraciét, mely-
ben az egyenstlyi magneses tér homogén, de a plazma stirtiségének van
gradiense, mégpedig a magneses térre mer&legesen. Ebben a konfiguracio-
ban az elektrosztatikus plazmahulldmok egy sajatos osztélya, az tigyneve-
zett drifthulldmok is megjelennek a mar korabban megismert hulldmfajtak
mellett.

Az 4ltalanossdg megszoritdsa nélkiil vegyiik fel Descartes-
koordindtarendszeriinket tigy, hogy az egyenstlyi magneses tér mutasson
a z tengely, a sfirliséginhomogenitds pedig az = tengely irdnydba (9.1.
dbra).

I @
@ Vdia

'

9.1. dbra. A drifthullamok

Tegytik fel, hogy az z irdnyu stir(iségeloszlas exponencialisan fiigg a
helyt6l (a konkrét fliggvényalak csak a megértést egyszerisiti, mas jelen-
tésége nincs)!

n ~ exp(—z/L), 9.1)

ahol L a sfirtiséggradiens skalahossza. Tekintsiink ebben a rendszerben
egy y és z irdnyu harmonikus, nagyon kis frekvencidji (w < w;), elektro-

74



PLAZMAHULLAMOK INHOMOGEN KOZEGBEN — A DRIFTHULLAMOK

sztatikus perturbéciot, azaz legyen a perturbalt potencial
1 ~ exp(ikyy + ik, z — iwt) (9.2)

alaku! Feltessziik tovdbbd, hogy a z irdnyt fazissebesség az ion és az elekt-
ron termikus sebesség kozé esik (vr; < w/k, < vre), azaz az ionok adi-
abatikusan, az elektronok pedig izoterm moddon viselkednek. Figyeljiik
meg, hogy ez ugyanaz a paramétertartomany, amiben az ionakusztikus
hulldmokat szarmaztattuk! Legyen tovdbba a perturbacié mind magne-
ses térrel parhuzamos, mind arra merdleges hullimhossza jéval nagyobb
a Debye-hosszndl, amikor is a plazmat gyakorlatilag elektromosan semle-
gesnek tekinthetjiik és n, ~ n;.13

Mivel w/k, < vre, az elektronok mozgasegyenletének parhuzamos
komponense

- 77(n6HT6) (93)

27

alakban kozelithet6. Ez az egyenlet az elektronsfiriségre Boltzmann-
eloszlast eredményez.

Ne = Neo eXp(_QE(Zsl/ﬁTe)a (94)

amit kis ¢; perturbaci6 esetén kifejthetiink és elsérendben a perturbalt
elektronstirtiségre a

Nel = —Ne0 (ie;éel (95)

kifejezést kapjuk.

Az ionokra az w/k, > vr; feltételt tettiik, aminek megfelelGen az io-
nok esetében a hémérsékletet tartalmazoé tag elhanyagolhaté a mozgas-
egyenletben. S6t, mivel w < w;, elsérendben a mozgasegyenletben a tel-
jes id6derivalt is elhagyhat6, ami az ionok merdleges mozgdasara az E x B-
driftet eredményezi:

—V¢1 xB iky o1 .
u;1 = 32 = — B x.

(9.6)

137t kis ellentmondés van akozott, hogy n. ~ n;, de mégis van elektrosztatikus tér, ami
V- E = g/eo(n; — n.) szerint véges kiilonbséget kovetelne meg az elektron- és ionstiriiség
kozott. Az ellentmondas felolddsa abban rejlik, hogy természetesen egzaktul n. # n;-vel,
de a Debye-hossznal nagyobb tavolsdgokon jo kozelitéssel igen. A ,pontos” szamitasokhoz
elvileg mindig a Poisson-egyenletet kellene haszndlnunk, de hasznélhatjuk a n. ~ n; fel-
tételt is. Ez utébbi kikotés haszndlata (nem lehet elégszer hagstlyozni) a Debye-hossznal
nagyobb tdvolsdgokon az tigynevezett plazma kozelités.
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Az ionok stiriségperturbdcidjat a linearizalt kontinuitasi egyenletb6l
kaphatjuk meg:

oni1
ot

+u;1 - Vnio +nioV-u;; =0. (97)

Eszrevéve, hogy V - u;; = 0 (a 9.6 egyenlet segitségével konnyen el-
lendrizhetd), a perturbalt ionstir(iség azonnal adodik:

ky¢1
wLB’

i1t = —Nio (9.8)

A kvazineutralitds miatt (plazmakozelités) az elektron- és ionstirtiség
perturbaciokat egyenlévé téve kapjuk a drifthullamok diszperzids relaci-
gjat:

k,xT,
w=— qZLB = kyuge, 9.9)
ahol uge = —kT./q.LB. Ennek a kifejezésnek az ad mélyebb értelmet,

hogy egyenstlyban — a 6. fejezetben megismertek alapjan — az elektronok
véges stlirliséggradiens mellett a mégneses térre merélegesen diamagne-
ses driftsebességgel mozgast végeznek, a 9.9 kifejezésben pedig u4. nem
més, mint éppen ez a diamagneses sebesség.!* A diszperzids relaciénak ez
a specidlis alakja indokolja a drifthulldm elnevezést.

A drifthullamban tehat a madgneses térrel parhuzamosan izoterm
mozgast végzd elektronok Boltzmann-eloszlasa arnyékolja le az elektro-
nok mozgdsa éltal okozott E x B-drifttel az x tengely mentén ide-oda moz-
g6 ionokat. Ennek a kétféle mozgasnak a kolesonhatasabol ered az y irdny-
ban terjedd drifthullam.

A 9.9 diszperzibs relaci6 érdekessége, hogy az sem az elektron-,
sem az iontdomegtdl nem fiigg. Ez amiatt van, hogy sem az elektronok
Boltzmann-eloszlasa, sem az ionok E x B-driftsebessége nem fiigg egyik
tomegtdl sem.

“Megjegyzends, hogy mostani egyszer(i plazmamodelliinkben az ionok hmérsékletét
elhanyagoltuk, tehat az 6 esetiikben nincs egyenstlyi diamdgneses mozgas. Ezért is nem
szerepel a 9.7 egyenletben u;o.
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10. MHD-egyenstly

Eddig a pontig a jegyzetben minden irdnyban végtelen kiterjedésti plaz-
makat vizsgéltunk és adottnak vettiik, hogy létezik valamiféle stabil
egyenstlyi allapot, melyben a plazméank — perturbécié hidnyaban — tetsz6-
leges id6t eltolthet. Most nézziik meg azt, hogy az MHD-elmélet keretén
beliil milyen feltételei vannak annak, hogy a plazma egyenstlyban legyen.
Nyilvanvaldan a plazmaparaméterek csak valamiféle specidlis kombindci-
6ja esetén lesz egyenstily, és nem is feltétlentil stabil. Az egyenstlyi dllapot
stabilitasanak kérdését a rdkovetkezd fejezetben targyaljuk majd.

Tekintsiik az MHD-mozgésegyenletet!

p(%{j+U-VU>—JxB—VP (10.1)

Egyenstlyban az id&derivélt elt(inik, azaz az aldbbi egyszer(ibb
egyenletre jutunk:
pU-VU=J xB - VP. (10.2)

Ha az egyenstly olyan, hogy a plazméban nincsenek makroszképikus
(MHD) dramlasok, azaz U = 0, statikus egyensulyrél beszéliink, egyéb ese-
tekben az egyensuly dinamikus. Ebben a bevezet6 jegyzetben csak a stati-
kus egyensulyt vizsgéljuk, mivel az 1ényegesen egyszer{ibben targyalhaté
a dinamikusnél.

Adott tehat a

JxB=VP (10.3)

egyenlet, amelynek keressiik a megoldésait.

Az egyenletre pillantva rogton latszik, hogy a jobb oldal rotéaci¢ja nul-
la (gradiens rotacidja mindig az), de a bal oldalé nem feltétleniil. Ebb&l
kovetkez6en nem létezik minden tetsz6leges P(x)-hez olyan drameloszlds
J(x) (és ennek megfeleléen B(x) mégneses tér) ugy, hogy a 10.3 egyenlet
igaz legyen. Ennek forditottja is igaz, azaz nem minden tetsz6leges J(x)
arameloszlashoz létezik egyenstlyi P(x) nyomas.
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A MAGNESES ERO

10.1. A magneses erd

Felhasznélva a VB2 /2 = B-VB+B x V x B vektorazonossagot és Ampére
torvényét, 10.3 bal oldala igy irhato:

1
JxB=—(VxB)xB=

Ko
2
_ L [_v (B) +B-VB} _
Ho 2
1 B?
=—-——V.|—I-BB]|, (10.4)
Ho 2

ahol I az egységtenzor és felhasznéltuk a
V-(BB)=(V-B B+B-VB=B:VB

Osszefiiggést. Definidljunk minden térbeli x pontban egy lokélis
Descartes-koordindtarendszert tigy, hogy a z tengely a mégneses tér ira-
nyaba mutasson! Ekkor a 10.3 egyenlet az aldbbi alakot 6lti:

BZ
P‘Fﬂ )
0=-V- P+2% ) (10.5)
32
P—a,

A 10.3 egyenletnek ebbdl az alakjabol jol latszik, hogy a magneses tér
a térre merdleges (v és y) irdnyokban nyomdéertként, mig a térrel parhu-
zamos irdnyban htzéer6ként 1ép fel.

Ez a megallapitds — bar igaz — kissé félrevezets, mivel azt sugallja,
hogy létezik egy, a magneses térrel parhuzamos erd, holott az valéjaban
nem létezik, mert a J x B-nek nincs B irdnydba esé komponense. Hogy
ezt az ,ellentmondast” feloldjuk, rendezziik at a 10.4 egyenlet masodik

sorat!
1 B2 B2
JxB=— [—v () +B22-v2+22.v<>}
Ho 2 2
h i (10.6)
e (5) e
Ho 2
és
k=%-Vi=—R, (10.7)

78



EGYENSULY KET DIMENZIOBAN: A BENNETT-PINCH

R pedig a magneses tér erévonalainak lokélis gorbiileti sugara.

A J x B erdnek ebbdl az alakjabol mar j6l 1atszik, hogy a magneses tér-
rel parhuzamosan valdjdban az er6vonalak gorbiiletéb6l adéddan 1ép fel
htzéerd (ugyanigy, mint ahogy egy megfeszitett hiir is szeretne kiegye-
nesedni, ha deformdljak).

10.2. Egyensily két dimenziéban: a Bennett-pinch

A legegyszer{ibb statikus egyenstlyi elrendezést Bennett tanulmanyozta
1934-ben, és Bennett- vagy Z-pinchnek hivjuk.!® (Z az dram iranyat jeloli.)
Ez az elrendezés (10.1. dbra) tulajdonképpen egy végtelen hossz, tengely-
szimmetrikus henger alakti plazmabdl all, melyben a szimmetriatengely (a

z tengely) mentén J dramstirtiség folyik. A plazmét vdkuum veszi kortil és
hengerkoordindta-rendszert haszndlunk.

1 z

10.1. dbra. A Bennett-pinch

2

Az r sugart koron beliil foly6 aram és az dramstir{iség az aldbbi kap-
csolatban van: .
I(r) = / 277! I, (r")dr. (10.8)
0
Ezzel a kifejezéssel egyenérték(i médon az axidlis dramsfir(iség igy
szdmithat6 a teljes &rambol:

1 oI

J(r)

15A pinch angol sz6 dsszehtizédast, zsugorodast jelent, és arra utal, hogy ez a plazmael-
rendezés ,0sszehtizza magét”, mint ahogy a kovetkez6 fejezetben latjuk majd.
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EGYENSULY HAROM DIMENZIOBAN: NEM LETEZIK

Az axialis aram keltette azimutalis magneses teret az Ampere-torvény
szolgaltatja:
pol(r)
By(r) = .
o(r) 2mr
Ezek utdn a 10.3 egyenlet a Bennett-pinch esetére az aldbbi egyszer(i
alakot olti:

(10.10)

0P o 8[2
2

Integraljuk az egyenletet r = 0-t6l = a-ig (a a plazmahenger sugara)!

a P a
/0 TZ%Tdr = [r*P(r)]s — 2/0 rP(r)dr = —;70212(61) (10.12)

A kiintegralt mennyiség elt(inik mind r = 0, mind r = a esetben, mivel
P(a) = 0 — A nyomds a plazma-vakuum hatarfeliileten eltéinik. Ha a hé-
mérséklet homogén, a nyomast igy fejezhetjiik ki: P = NxT', azaz a 10.12

egyenlet igy irhato:

N&T
2= SR (10.13)

Ho

ahol N az egységnyi tengelyhosszra jutdé részecskeszdm. A Bennett-
Osszeftiggésnek hivott 10.13 egyenlet legfontosabb éllitdsa az, hogy adott
N és T osszetartdsahoz (egyensulyban tartdsahoz) sziikséges dram fligget-
len a sfirtiség radiélis eloszlasat6l. A Bennett-Osszefiiggésbdl az is lathato,
hogy viszonylag gyenge dramokkal is jelent&s plazmanyomast lehet ellen-
stulyozni. Ez a két tény motivalta a berendezések tervezését a szabalyozott
tazioés kutatdsok hajnalan, az 1950-es, 60-as években. Azonban — mint ké-
s6bb latni fogjuk — a fent vazolt leirds ttlzottan optimista, mert a Z-pinch
elrendezés nagyon erdsen instabil.

Azimutélis irdnyban foly6 drammal is lehetséges a plazma Osszetarta-
sa, azonban csak tranziens médon. Ebben az elrendezésben a henger alaka
plazmat egy csszerti tekercs veszi kortil, amelyben foly6 azimutalis &ram
axialis magneses tere a plazma feliiletén folyd, szintén azimutélis d&ramot
indukal, és az igy fellép6 J x B erd tartja 0ssze a konfiguraciot. Lathato,
hogy a 6 — pinchnek hivott elrendezés természeténél fogva tranziens, mert
a plazma feliiletén foly¢ dram nem tarthat6 fenn dllandéan.

10.3. Egyenstily harom dimenziéban: nem létezik

Lattuk, hogy a végtelen hosszi, henger alaka plazméban folyo, axidlis
drambol eredd, befelé mutat6 erd egyenstlyozni tudja a nyomdasgradiens-
bdl adodo, kifelé mutat6 erst. Természetszertien mertil fel a kérdés, hogy
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EGYENSULY HAROM DIMENZIOBAN: NEM LETEZIK

létezik-e 3 dimenzidban is olyan plazmakonfiguracio, amelyet kizarélag a
plazmaban magéban foly6 dramokt6l szarmazo erdk dssze tudnak tartani.
A valasz sajnos hatdrozott nem, és a bizonyitast egy Safranovtél szarmazé
virial tétellel végezhetjiik el.

Tekintsiik a 10.2. abran lathato, véges nyomadsd, gomb alakd plazmat,
melyet vakuum vesz koriil. A bizonyitas soran a reductio ad absurdum maod-
szert hasznaljuk, azaz tegyiik fel, hogy

1. a plazma véges, a sugard,
2. statikus MHD-egyenstlyban van,

3. daramok kizédrdlag a plazmdban, a plazmat koriilvevé vakuumban
nem folynak.

X ////" \

y

10.2. abra. Egyenstly 3 dimenziéban

A statikus MHD-egyenstly alapegyenletét igy is irhatjuk:

V-T=0, (10.14)
ahol )
T = (P + B) I- iBB. (10.15)
210 o
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EGYENSULY HAROM DIMENZIOBAN: NEM LETEZIK

Legyen r egy, a plazma kozéppontjdbol a megfigyelési pontba mutatéd
vektor, és tekintsiik az aldbbi viridl kifejezést!

V- (T-r)=) ai(Tjkl’k)

kO

o
= .T) - T
(V-T) r+ Ejk I s (10.16)

=> Tk =SpT
ik

A T tenzor spurja Sp T = 3P + B2 /2 pozitiv definit.
Integraljuk a 10.16 egyenletet a teljes térre!

/v-(T~r)d3r:/ ds- T r=
Seo
2
:/ ds- [(P+B>I—1BB] T
o 2410 1o
Mivel V - (T - r) pozitiv definit, ezért ez az integral véges és pozitiv.
Az egyenlet térfogati integraljat a Gauss-tétel segitségével végtelen tavoli
feliileten vett feliileti integralla irtuk at.!® Ertékeljiik ki ezt a feliileti integ-
ralt! Mivel a plazma kiterjedése véges, ezért nyomadsa egy végtelen tavoli
feliileten nulla. A magneses térrel ardnyos mennyiségeket multipol sorba
fejtjiik, és csak a vezetd, dipol tagokat tartjuk meg. Mivel a magneses dipol
tér amplitaddja r 3 szerint cseng le, a feliilet nagysdga pedig r? szerint n6,
feliileti integralunk [ dsB?r ~ r=3 szerint skalazodik, azaz elttinik a vég-
telenben. Ezzel ellentmondésra jutottunk, mivel 10.17 egyenletiink egyik

oldala nulla, a mésik pedig nem. Az ellentmondas csak tgy oldhat6 fel,
hogy hiba volt a kiindulasi feltételeink kozott.

(10.17)

Ebbél kovetkezden tehdt nem létezik 3 dimenzids, Snmagat sajat 4ra-
maival Osszetarté plazmakonfiguracié. Az 9sszetartds csak a plazmahoz
képest kiils6, valamilyen mechanikai szerkezettel megtartott tekercsekben
foly6 aramokkal lehetséges. Ha nem lenne mechanikai szerkezet, akkor a
tekercsek dramait a plazmdaban ,0lvaszthatndnk”, amivel megsértenénk a
virial tételt, tehdt a mechanikai tart6 er6kre (szerkezetre) mindenképpen
sziikség van.

16E ¢ megtehettiik, mert feltételezéseink szerint a plazmén kiviil nincsenek dramok, és
igy nincsenek a magneses térnek forrasai.
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A GRAD-SAFRANOV-EGYENLET

10.4. A Grad-Safranov-egyenlet

A 10.3 egyenlet megoldédsa, minden latszélagos egyszertisége ellenére, ta-
volrdl sem trividlis. A nehézséget az okozza, hogy még miel6tt hozzafog-
nank a megolddshoz, mérlegelni kell, mely mennyiségeket irjuk els, és me-
lyeket hatdrozzuk meg az egyenletb&l. Ez amiatt van (mint mér kordbban
is irtuk), hogy a 10.3 egyenlet jobb oldala mindenképpen rotaciémentes,
bal oldala viszont 4ltaldban nem. Ebbdl kévetkez6en csak bizonyos speci-
alis, dltaldban valamilyen szimmetridval bir6 plazmakonfiguraciok lehet-
nek egyenstulyban. Természetesen nemcsak egyszer{i szimmetria tulajdon-
sagokra kell gondolni, mint példaul forgdsi, vagy transzlaciés szimmetri-
dra, hanem bonyolultabb, helikalis, tiikrozési stb. szimmetridkra is. Ebben
a bevezets jegyzetben csak forgdsi szimmetriaval bir6 elrendezéseket tér-
gyalunk.

Vizsgéljuk meg tehét a statikus MHD-egyenstlyban 1évé plazmael-
rendezések egyik fontos alesetét, az axidlis szimmetridval rendelkezé el-
rendezéseket! Hasznéljunk hengerkoordinatakat (r, ¢, z) és legyen a z ko-
ordinatatengely egyben a szimmetriatengely is! A z tengely koriili axidlis
szimmetria azt jelenti, hogy minden f fizikai mennyiség fiiggetlen a ¢ to-
roidalis szogtdl,'” azaz Of /0¢ = 0. Szamitasaink egyszer{iségének kedvé-
ért a ¢ egységvektor helyett hasznaljuk a ¢/r = V¢ vektort!

A legaltalanosabb, axidlis szimmetridval rendelkez6 vektortér az aldb-
bi alaku:

B = %(w X Ve + 1oIV). (10.18)

Itt ¢ (r, z) és I(r, z) tetszbleges skaldrterek, de ha 10.18 magneses teret
ir le, akkor v (r, z) a poloidalis fluxus (az elnevezés magyarazatat a 10.21
egyenletnél taldljuk meg) és I(r, z) az r sugarta koron beliil foly6 dram.

Ekkor a magneses tér toroidalis komponense

. I I.
Bior = Byd = Lvp = L0 (10.19)

P 2mr
mig poloidélis komponense

B, — %(w < Vo). (10.20)

A 10.18 egyenletbdl az is lathato, hogy a B-re felirt kifejezés konzisz-
tens az Ampere torvénnyel: ¢ B - dl = pol.

l7Meg,jegyezzijk, hogy a ¢ irdnyba mutaté vektorokat toroiddlis, az r — z sikban fekvé
vektorokat pedig poloidilis vektoroknak hivjuk.
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A GRAD-SAFRANOV-EGYENLET

A maégneses tér poloidalis komponensének integralja egy r sugart
korrel lefedett feliiletre, melynek kozéppontjan dthalad a z tengely, éppen
a ¢(r,z) poloidalis fluxus, azaz

r T A o
/0 B,y - ds = /0 %(V@Z) x Vo) - 22nr'dr’ = (r,2). (10.21)

A poloidélis fluxus fogalmdnak megléte eleve feltételezi az axidlis
szimmetridt, azaz azt, hogy egy adott r, z ponthoz mindig egyértelm{ien
hozzarendelhet6 a fenti egyenletben egy r sugart korrel lefedett tertilet,
melynek keriilete mentén B allandé.

Az axidlis szimmetria a poloidalis és a toroidélis vektorok kozott is
sajatos kapcsolatot jelent, ugyanis egy toroidalis vektor rotacidja poloidélis

V % Bioy = ;Liw XV, (10.22)

mig egy poloidalis vektor rotacidja toroidalis

(10.23)

. (0B, OB,
VXBpOl:VX(BTf—}—BZ,%):qb(aaZ —8&).

A poloidalis médgneses tér rotacidja egy 1-re haté Laplace-szerti ope-
ratorként is felirhato.

Vo -V xBpy=V-(Bpy x Vo) =V- <217T[v¢xv¢] quzb) =
1 1

Ez utébbi egyenlet szdrmaztatdsdndl felhaszndltuk a V - (F x G) =
G-V xF —F -V x G vektorazonossagot. Mivel V x B, tisztan toroidalis
ésp=rVo

r

g (12w> Vo. (10.24)
T

V X Bpol = _271'

V xB = pJ-b6l az dramstirtiség toroiddlis és poloidalis komponensei
azonnal adédnak:

7,2

Jior = —
tor 27TM0

V. (iw) Vo (10.25)
r
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és
1
Jpor = VI x V. (10.26)
2T

Most méar minden adott ahhoz, hogy a 10.3 egyenletben kifejtsiik a
magneses tagokat.

VP = Jpol X Btor + Jtor X Bpol + Jpol X Bpol (1027)

A Jp x By tag az egyetlen toroiddlis irdnyt vektor a jobb oldalon,
de mivel 0P/0¢ = 0, ennek a tagnak azonosan egyenl6nek kell lennie
nulldval, azaz

(VI x V) x (Vi) x V) = 0. (10.28)

Ez utébbi egyenlet viszont azt jelenti, hogy VI parhuzamos Vi-vel.
Hadl =dr- VI ésdy = dr - V), akkor

ﬁ_ dr - VI
dyy  dr- Ve’

és mivel a pdrhuzamossdg miatt d//dy mindig meghatarozott, I biztosan
1 fliggvénye és igaz, hogy

VI(Y) =T'(¥)Vy. (10.29)

Ebben a kifejezésben a vessz6 az argumentum szerinti derivaldst jeloli.
Ezek utan a poloidélis aramot felirhatjuk a poloidalis fluxus segitségével:

I/
Jpot = =V x V. (10.30)
2m
Minden ismert tagot a 10.27 egyenletbe irva kapjuk:

vP = L (vuxve) x Loy vy Cy. (évw) x %[WJ x V]

2T 21 27 o

_ ,U,[)I[/ 1 i
<L )l

(10.31)

amibdl viszont az kovetkezik, hogy VP is parhuzamos Vi-vel, azaz
P = P(¢) és VP = P'Vi. 10.31 mindkét oldalan ugyanaz a vektor
all egy-egy skalarral megszorozva, ami csak tgy lehetséges, ha maguk a
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skalarok is egyenl6ek. A 10.31 vektoregyenlet ekvivalens tehat az aldbbi
skalaregyenlettel:

1 2
V. (ﬂvqp) + 4m? po P! + %II’ =0. (10.32)

Ezt az egyenletet nevezziik Grad-Safranov-egyenletnek.!® Az egyen-
let egyik sajatsdga az, hogy ¢ mind fiigg6 (azaz ismeretlen), mind fiigget-
len (azaz hely-) véltozéként megjelenik, tehat szerepelnek benne ¢ deri-
véltjai, de 1 szerinti derivaltak is. Az igazan fiiggetlen valtozok természe-
tesen az r és z koordinétdk, ezektdl fiigg mind a nyomds, mind az dram,
mind a fluxus. De a nyomds és az dram csak a fluxuson keresztiil fligge-
nek toluk, ezért mondhatjuk, hogy a fluxus fligg6 és fiiggetlen valtozo is
egyben.

A masik sajatsag az, hogy egy kezdetben haromdimenziés vektor-
egyenletet transzformadlni lehetett egyetlen szimmetriatulajdonsag fel-
hasznalasaval egy egydimenzios skalaregyenletté. Ennek mélyebb fizikai
oka van, de azt most nem targyaljuk.

frjuk vissza a Grad-Safranov-egyenletet a toroid4lis dram 10.25 alatti
kifejezésébe!

Jior = (27rr2P’ i @H’) Vo, (10.33)
2m

amivel a teljes d&ram a kovetkez6 médon irhato:

I/
T =Jior+Tpot = (27TT2P/ n %H’) Vo+ —Vi x Vo = 2P’V + I'B.
(10.34)

Az utols6, B-vel parhuzamos tagot ,erémentes” dramnak hivjuk, mig
az els6 tag az tgynevezett diamdgneses dram.

10.4.1. A Grad-Safranov-egyenlet megoldasai

A Grad-Safranov-egyenlet nem hatdrozza meg egyértelmtien az egyen-
sulyt, mivel benne harom fiiggetlen mennyiség —a v, a P(¢) és az I(¢) —
szerepel. A fliggetlen mennyiségek koziil kett6t el kell irni, és a harmadik
kiszamitdsdhoz lehet felhasznélni a Grad-Safranov-egyenletet. A két el6-
irt mennyiség 4ltaldban a nyomds és az dram, melyeket mds egyenletekbdl
vagy mérésbol hatdroznak meg, a poloidalis fluxust pedig szamitjak.

1BNémet nyelvteriileten az egyenletet Grad-Schliiter-Safranov-egyenletnek is nevezik.

QA



A GRAD-SAFRANOV-EGYENLET

A Grad-Safranov-egyenlet egy nemlinedris parcidlis differencidl-
egyenlet, melynek altaldnos esetben csak numerikus megoldasa létezik.
Létezik azonban néhdny specidlis eset, melyekre analitikus megoldast is
ismeriink. Egy ilyen specidlis, analitikusan integralhat6 eset, melyet most
ismertetni fogunk, a Szolovjov-megoldas.

A Szolovjov-megoldés két feltevésen alapul:

1. anyomas a poloidélis fluxus linedris fliggvénye, azaz
P = Py + X\,
2. az aram a plazman beliil dlland¢, azaz
I'=0.

A masodik feltevés egyenértékii azzal, hogy minden z iranyd dram a z
tengely mentén folyik, és azon kiviil nulla. Més széval az dramelrendezés
olyan, hogy a toroidélis magneses térnek egyetlen forrdsa van, éspedig az
az dram, ami egy végteleniil vékony, a z-tengelybe es6 vezet6ben folyik.

Abban az esetben, ha I’ véges, a plazma vagy diamdagneses (a toro-
idalis tér gyengébb a vakuumtérnél), vagy paramagneses (a toroidalis tér
er6sebb a vakuumtérnél) viselkedést mutat.

Egyszertisit6 feltevéseinkkel a Grad-Safranov-egyenlet aldbbi alakjat
kapjuk:

9 (10y 9% 2.2 _
ra <r8r> + 5.2 + 4 r“ugh = 0, (10.35)

aminek egzakt megoldasa a kovetkezd:

702

Y(rz) = 1/10T—4(2r(2) —r? —4a22%). (10.36)
0

Itt 99, o és o adott dllandok. A 10.3. dbra v izo-konttrvonalait mu-
tatja /1o és z/zp fliggvényében a = 0 esetén. Mivel az egész elrendezés
axialisan szimmetrikus, az abrét a z tengely kortil megforgatva feliileteket
kapunk, és egy-egy ilyen feliileten a poloidalis fluxus allandé. Az 4llandé
fluxussal bir6 feltileteket fluxusfeliiletnek vagy mdgneses feliiletnek hivjuk.
Az abréra pillantva azonnal l4dthat6, hogy hdromféle topolégidju feliilet
létezik: i) zart feliilet, ii) = = foo-be tartd nyilt feliilet és iii) e kett6t elva-
laszto feliilet.
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Szolovjov megoldAjs

LN
O
T NN

10.3. dbra. A Szolovjov-megoldas izofluxus vonalai. Folytonos vonal: sze-
paratrix; szaggatott vonalak: zart és nyilt fluxusfeliiletek

A Szolovjov-megoldds, bar er6sen idealizalt és leegyszerfisitett plaz-
makonfiguraciét ir le, mégis alkalmas arra, hogy segitségével az axidlszim-
metrikus egyenstlyi rendszerek f6bb kvalitativ jellemzgit (a most megis-
mert topolégiai fluxusfeliilet-osztdlyozdson til) bemutassuk.

1. A zért fluxusfeliiletek kozos részhalmaza a méagneses tengely.
2. A zart és nyilt fluxusfeliileteket elvalaszto feliilet a szeparatrix.

3. A maégneses indukciévektornak nincs a fluxusfeliiletekre merdleges
komponense.
B-Vy=0

4. A poloidalis magneses tér és a hozzdtartozé poloidalis fluxus a fele-
16sek a plazma Osszetartasdért. Mivel a poloidélis mégneses teret to-
roidélis dramok hozzék létre, ezért a toroidédlis dram nélkiilozhetetlen
eleme az Osszetartdsnak axidlis szimmetridju geometridban.
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11. Instabilitdsok

A 10 fejezetben lattuk, hogy léteznek egyenstlyi plazmakonfiguraciok. Ter-
mészetszertileg mertil fel ezzel kapcsolatban a kérdés, hogy mennyire sta-
bilak ezek az egyensulyi dllapotok.

Az egyensulyi allapotok stabilitdsat példaul aszerint osztdlyozhatjuk,
hogy mi torténik a rendszerrel, ha egyenstlyi allapotabdl egy kicsit ki-
téritjiik,'” majd magara hagyjuk. Ha visszatér egyensulyi allapotdba, az
egyensulyi helyzetet stabilnak mondjuk. Ha még jobban eltdvolodik attol,
az egyensulyi helyzet instabil. Ha pedig a kimozdjitott dllapot egy djabb
egyenstulyi dllapot, akkor a rendszeriink semleges egyenstlyi helyzetben
van. A 11.1. dbra a kiilonboz6 egyensulyi fajtdkat mechanikai példakon
keresztiil szemlélteti, ahol egy goly6t latunk kovex, konkay, illetve sik fe-
liilleten.

11.1. &bra. A stabilitds mechanikai analégiaja 1

Ha nem csak kis kitéréseket engediink meg az egyenstlyi helyzet-
tol, tovabbi egyenstilyi dllapotokat kiilonboztethetiink meg. El6fordulhat,

Itt persze nemcsak mechanikai kitéritésre kell gondolni, hanem a plazmat jellemz&
barmilyen egyenstilyi mennyiség megvaltoztatdsara.
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11.2. abra. A stabilitds mechanikai analégidja 2

hogy a rendszer kis kitérésekre stabil, nagy kitérésekre instabil. De a fordi-
tott helyzet is létezik: a rendszer kis kitérésekre instabil, nagy kitérésekre
mar stabil. Az is el6fordulhat, hogy kis kitérésekkel szemben semleges az
egyensuly, de nagy kitérésekre instabil. Ezt a legutébbi dllapotot margindlis
stabilitdsnak hivjuk. A 11.2. dbra szemlélteti ezt a hdrom Gjabb lehetdséget.

Mind stabil, mind instabil egyenstilyi allapotban van egy vagy tobb
tizikai folyamat, amely stabilizalja vagy instabilla teszi az allapotot. Ha
egy fizikai folyamat olyan, hogy hatdsira a rendszer instabilan viselke-
dik, akkor tigy mondjuk, hogy az adott folyamat hajtja az instabilitast. Az
instabilitast hajté folyamatoknak mindig megfelel valamilyen szabadener-
gia, mely az instabilitds sordn felszabadul. A felszabadul6 energia miatt a
rendszer az instabilitds kovetkeztében alacsonyabb potencidlis energiaja
allapotba kertil, mint az instabilitas kifejl6dése el6tt.20

A plazmafizikaban el6fordulé szamos instabilitds legtdbbje az alabbi
harom nagy osztdlyba sorolhat6 aszerint, hogy mi az, ami az instabilitdst
hajtja:

% A mechanikai anal6gianal maradva, a goly6 instabilitdsait a nehézségi eré hajtja és a
felszabadul6 szabadenergia a goly6 potencialis energidja.
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1. kicserélédési (angolul interchange) instabilitdsok — hajtéerd: a nyo-
mads gradiense,

2. hurokinstabilitdsok (angolul kink) — hajtéers: az dramstirtiség gradi-
ense,

3. kinetikus instabilitdsok — hajtéerd: a nem-maxwelli sebességeloszlas-
fiiggvények.

A két els§ instabilitasfajta az MHD keretein beliil is targyalhato, tehat
Oket hivhatjuk még MHD-instabilitdsoknak is.

Az MHD-instabilitasokat feloszthatjuk a fenti két jellemvonds sze-
rint, de megkiilonboztethetjiik ket aszerint is, hogy az instabilitds sordn
elmozdul-e a plazma-vakuum hatérfeliilet. Ha nem mozdul el, instabilita-
sunk belsd, ha elmozdul, kiils6 névre hallgat. A bels6 instabilitdasokat szok-
tak még rogzitett hatdrfeliiletii instabilitdsnak is hivni, mert ilyenkor a hatar-
feltétel olyan, mintha a plazméat egy deformalhatatlan, tokéletesen vezet
feliilettel vennénk koriil.

Ebben a fejezetben legrészletesebben az (1) kicserélédési instabilitaso-
kat fogjuk targyalni. A (2) hurokinstabilitds részletes ismertetése messze
meghaladnd a jegyzet kereteit, ezért azt csak nagyon vazlatosan kidolgoz-
va ismertetjiik. A (3) kinetikus instabilitdsok esetében pedig tulajdonkép-
pen egy konkrét példat adunk csak, de ott is az inverz folyamatot, a csilla-
pitast mutatjuk be, mert az jobban kapcsolédik a kordbban méar bemutatott
anyaghoz.

A konkrét példak el6tt azonban vizsgéljuk meg, hogy &ltaldanos eset-
ben, az MHD-egyenleteket felhaszndlva, milyen eszkozokkel lehet az
egyenstlyi konfigurdciok stabilitasat vizsgalni!

11.1. Altalanos stabilitasvizsgalat

Az egyensulyi konfiguracidk, de éltaldban is a plazmdak vizsgélata els-
sz0r az MHD-egyenletek keretei kozott torténik. Ha az MHD keretein
beliil nem kapunk vélaszt, vagy csak nem elég pontosat a kérdéseinkre,
akkor visszanytulunk a kétfolyadékképhez vagy a kinetikus egyenlethez.
Nekiink most elegend? lesz az MHD-egyenletek nytjtotta pontossag.

Annak eldontésére, hogy egy adott konfiguracio stabil-e vagy instabil,
a linedris stabilitdsvizsgélat is megfelels. Persze ha az instabilitas kifejls-
désének dinamikdjara is kivancsiak vagyunk, a linedris vizsgalat mar nem
elég, és nemlinedris stabilitdsvizsgélatot kell végezniink.
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Most mi megelégsziink az MHD-egyenletek linedris stabilitdsvizsga-
lataval.

Tegytik fel, hogy rendszeriink MHD-egyenstilyban van és legyen a
rendszer minden pontjdnak egyensulyi koordindtaja xo! Vigytink kis per-
turbaciot (deformaciét) a rendszerbe, azaz a rendszer pontjainak egyen-
sulytol eltérd koordindtdi legyenek x = xg + £(x), ahol £(x) kis kité-
rés! Nyilvanval6, hogy ha xg egyestlyi mennyiség, akkor id6tdl fligget-
len, tehat x idofliggése csak £(x, t)-ben jelenik meg. Ezért £(x, t) =
&(x) exp (—iwt) alakban irhaté (az egyensuly koriil Fourier-sorba fejtet-
tink). Ha Im(w) > 0, a rendszer stabil, ha Im(w) < 0, a rendszer instabil.

Tekintsiik a statikus MHD-egyenstly egyenleteit!

JoxBy=VFH
podo =V x Bg
V-Byp=0
Uy =0 (11.1)

A szamitasok sordn sziikségiink lesz az energiaegyenletnek egy eddig
még nem ismerds alakjdra. Az energiaegyenlet szokasos alakja:

d P

dt p¥
Ezzel teljesen ekvivalens a kovetkez, egyszer(i szamolast igényl6 alak (a
kontinuitdsi egyenlet felhasznaldsaval):

0= S(PI0") = D(PIp) + U V(P/p") =

%];—FU-VP—i—vPV-U:O. (11.2)
A kordbban bevezetett deforméaciévektor segitségével a perturbalt se-
besség
_ %8
ot
alakban vehet6 fel, amit felhasznalva linearizéljuk az MHD-egyenleteket
a 11.1 egyensuly koriil!

U

P =-£- VP —vRV-§
Bi =V x (£ x By) (11.3)
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Ezen egyenletek szarmaztatdsanal felhasznaltuk az energiaegyenletet,
a Faraday-, az Ampere- és az idedlis Ohm-torvényeket, majd az egyenle-
teket id6ben integréltuk. A linearizalt mozgasegyenlet a kovetkez6 alakot
olti:

0%¢
PO@ =F (&), (11.4)
ahol az F (&) er6operator
F(E):Jl XBog+JgxB; —VP, (11.5)

vagy a 11.3 egyenleteket felhasznalva

F(¢) = /jo [(V x Bo) x By + (V x B) x Bo + V(£ VP + 7RV - £).
(11.6)

Vegyiik észre, hogy a 11.6 erboperator nem tartalmaz explicit idéderi-
véltakat, tehat formdja £ id6fiigg6 alakjanak behelyettesitése utan is valto-
zatlan. A 11.4 mozgésegyenlet bal oldala pedig igy alakul:

—w?po€ =

= :0 [(V x Bo) x By + (V x B1) x Bo] + V(£ - VP + 7RV - £). (11.7)

&-re megfelel6 hatarfeltételeket el6irva a 11.7 egyenlet egy sajatérték-
egyenlet a rendszer sajatmodusait leiré deformécios sajatvektorokra és sa-
jatfrekvencidkra. w birtokdban pedig — a fentebb mondottak értelmében —
mar el lehet donteni, hogy a médus stabil-e, vagy instabil.

A konkrét szamitdsok sordn azonban nem a 11.7 sajatértékegyenletet
szoktak kiértékelni, hanem annak integralis alakjat. A 11.7 egyenletet &
komplex konjugaltjdval szorozzak és kiintegraljdk a plazmadra és a plaz-
mat koriilvevd térrészre. Ekkor 11.7 bal oldala a pozitiv definit mozgéasi
energia, a jobb oldala pedig a perturbaciéhoz tartoz6 potencialis energia
egyenstlyi értékhez képesti megvaltozasa lesz. Belathato, hogy a sajatér-
tékegyenlet és a mondott médon vett integrélis alak ekvivalensek. Az in-
tegralis alak akkor ad instabilitast, ha a potencidlis energia megvaltozésa
negativ, stabil rendszert pedig akkor ir le, ha a potencidlis energia meg-
véaltozasa pozitiv (tn. energia elv). Konnyen atlathat6 a 11.1. dbran lathato
mechanikai rendszerrel valé analégia.

A 11.7 egyenlet integrélis alakjanak kiértékelésekor hdrom térrészt
szoktak megkiilonboztetni: a plazma belsejét, a plazma-vakuum hatarfe-
lilletet és a vakuum tartomdanyt. Erre azért van sziikség, hogy megfelel6en
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lehessen targyalni a belsd és kiils6 instabilitdsokat. Mi most megelégsziink
csak a plazmadra vonatkozo6 integral bemutatasaval.

Hosszadalmas és faraszt6 vektoralgebrai atalakitdsok utdn a plazma
potencialis energidjanak megvéltozasara az alabbi kifejezést kapjuk:*!

1 Bi, Bj 2 2| 3
5W:/ —=+ —(V- &, +2§ - k)" +7yP(V- &) | d°r—
2 po  Ho
1 N

—2/ (206, - VP) (&L - k) + Joy(€L x 2)- By ] dPr. (11.8)
Itta | als6 index a mar megszokott médon a perturbalatlan magneses
térre merdleges vektorkomponenseket, k = 2-VZ pedig a gorbiileti vektort
jeloli. A potencidlis energiavaltozas 11.8 alatti kifejezésében a pozitiv els-
jelti tagok stabilizaljdk, a negativ elGjelti tagok pedig destabilizdl(hat)jak a

rendszert. Vegyiik sorra a tagokat!

B? P TP 1wk . P
- —- — az er6vonalak meggorbitéséhez sziikséges energia. A nyirasi
Alfvén-hullamok potencidlis energidjanak f6 jaruléka.

2
- % (V-&, +2¢-k)? —az er6vonalak dsszenyomdsahoz sziikséges ener-
gia. A kompressziés Alfvén-hulldmok potencidlis energidjanak f6 ja-
ruléka.

- yPy(V-£)? —aplazma dsszenyomdsahoz sziikséges energia. A hang-
hullamok potencidlis energidjanak f6 jaruléka.

Ezek a tagok mind pozitiv definitek, és igy mindenképpen stabilizal-
jék az egyensulyt. Az utolsé két tag lehet pozitiv és negativ is, tehat stabi-
lizalhatjak, de destabilizalhatjék is az egyenstlyt.

- (&, - VP)(&, - k) —akicserél6dési instabilitast okozza.

= Jo| (€L % 2) - B11 —a hurokinstabilitds okozdja.

Most pedig nézziik részletesebben az egyes instabilitdsfajtakat!

11.2. A kicserélddési instabilitas

Ez az instabilitdsfajta onnan kapta a nevét, hogy az instabilitds soran a
plazma bizonyos térfogatelemei helyet cserélnek egymassal, és ennek a

LA részletes szamitdsok megtaldlhatok példaul Freidberg Ideal Magnetohydrodynamics
cimfi konyvében.
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helycserének a révén jut a rendszer alacsonyabb potencidlis energidju 4l-
lapotba.

A Kkicserél6dési instabilitdsok (dltaldban is, nem csak a plazmafizika-
ban) az dn. Rayleigh-Taylor (R-T) tipust instabilitdsok kozé tartoznak,
ezért el6szor vizsgéljuk meg a hidrodinamikai R-T instabilitast, amely ko-
zdnséges, dsszenyomhatatlan folyadékok esetén 1ép fel, ha kisebb sfirfisé-
gl folyadék tart egyensulyban nagyobb stirtiségii folyadékot.

11.2.1. A hidrodinamikai Rayleigh-Taylor-instabilitas

A 11.3 szemlélteti hidrodinamikai rendszeriinket. Vizsgaljuk meg, mi tor-
ténik a rendszer potencidlis energiajaval, ha a ketféle folyadék hatarfeliile-
tén valamilyen fluktudci6é hatdsara fodrozédas alakul ki! Legyen a fodro-
z6das amplitadoéja Ah és a benne 1év6 folyadék térfogata V! Ekkor

y=h
“s(r(i folyadék sdrii folyadék 3
~ : y=0 S 1
Y
[ ritkabb folyadék \ltkabb folyadek\ a perturbacio
[ N k \\\\\\\\\\\\ hu”a'msza’ma
egyenslly perturbacid

11.3. dbra. A Rayleigh-Taylor-instabilitas.

AI/Vpot = pkisVAhg - pnagyVAhg = VAhg(pkis - pnagy) <0

mindig, mivel a kisebb sfir{iségti folyadék van feliil. Ez az egyenstly tehat
instabil a fodrozédassal szemben. Hogy az instabilitds novekedési ratajat
ki tudjuk szamitani, kozelit6 feltevéseket kell tenniink:

1. az als6 folyadék stirtisége sokkal kisebb a fels6énél, azaz pyis < pnagy
2. egyensulyban nincsenek dramlasok a folyadékokban, azaz vy = 0,

3. a két folyadék 0sszenyomhatatlan, azaz d;p = 0.

05



A KICSERELODESI INSTABILITAS

Ekkor a kontinuitési és a mozgésegyenlet, illetve ezek lineariz4lt alak-
jai:

0 0
a—§+v-Vp:0 — %%—vl-Vpo:O (11.9)
ov R ov .
Por = VP —pgy = poaTl = —VP| — p1g9. (11.10)

A 11.3. abrédnak megfelel6en a gravitdciés gyorsulds —y iranyd. Pe-
remfeltételként azt koveteljiik meg, hogy ne legyen elmozdulas a fels6 fo-
lyadék fels6 hatdrdndl (pl. mert a tartdly fala merev), azaz ott legyen a
perturbélt sebesség nulla:

v14(y = h) =0. (11.11)

Tegytik fel, hogy a sebességperturbacio egy = — z sikban terjedd, id6-
ben és az y tengely mentén véltoz6 amplitddéja sikhullam!

vi =vi(y)ertkx  kx 1 (11.12)

Az dsszenyomhatatlansagi feltételt kifejezhetjitk a perturbélt sebes-
ségtér divergenciamentességével is (V - vi = 0). Helyettesitsiik be a 11.12
egyenletben szerepl? kifejezést ez utdbbi egyenletbe!

(81}37;(3/) + iv1,2(y) ks + iUl,z(y)kz> kT _ g
3”16,@;(9) +ivi (k=0 (11.13)

Itt vy | -eljeloltiik a sebességperturbaci6 x—z sikba es6, y-ra merdleges
komponensét. Bontsuk a 11.10 mozgdasegyenletet is j-ra merdleges, illetve
azzal parhuzamos komponensekre!

0P,
TPov1y(y) = "oy P19 (11.14)
Ypovi,L(y) = —ikP (11.15)

Ennél az atalakitasnal feltettiik, hogy a nyomdasperturbacié szintén
a 11.12 egyenlet alatti alakot koveti. A 11.15 egyenletbdl v, | kifejezhe-
t6 ik-val val6 skaldris szorzés és a 11.13 egyenletbe tortén6 behelyettesités
utan.

ov
2 _ oy
Y
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A p; stirtiségperturbaciot a 11.9 kontinuitasi egyenletbdl tudjuk kifejezni,
ha feltessziik a stirfiségre is a 11.12 egyenlet alatti alakot.

B
o1 = vl,y(y)aiyo (11.16)

A fenti stirliség- és nyomadsperturbdciora kapott értékeket a 11.14
egyenletbe irva sajatérték-egyenletet kapunk, mely a perturbélt sebesség
mellett mdr csak egyenstlyi mennyiségeket tartalmaz.

0 [ 5 0Oviy(y) 2 po| 2
— ——= = —g—— |k 11.17
9y [ "5, V0= 97, | Ry (W) (11.17)

Az instabilitds v novekedési faktordnak meghatarozdsdhoz a 11.17
egyenletet kiilon-kiilon kell kiértékelntink a folyadékok belsejében, illet-
ve a két folyadék hatarfeliiletén egy keskeny, y = [07; 0] sdvban.

1. A folyadékok belsejében py = const, ezért a 11.17 egyenlet igy egy-

szertisodik: 501,(») 2
T’ﬂ = Kk v1y(y).
Ennek az egyenletnek a 11.11 peremfeltételt kielégité megoldasa
v1y(y) = Asinh(k(y — h)). (11.18)

2. A folyadékok hatdran integraljuk a 11.17 sajatértékegyenletet y = 0~
és y = 01 kozott. Kihasznélva, hogy kozelit feltevésiink szerint az

® 2.z

als6 folyadék stirtisége sokkal kisebb a fels6énél, (po(y < 0) ~ 0)

) o +
|:’7200U187y(y):| = — [qp0k21}1,y(y)] 8_
Y 0~
ov
2 BZ@) = —gk%v1,(y). (11.19)

Helyettesitsiik ide be a 11.18 egyenletbdl a folyadékok belsejére vonat-
kozé6 v 4(y) kifejezést, és igy kapjuk a novekedési faktor k£ hulldmszamtol
valo fliggését:

7% = kgtanh(kh). (11.20)

Mivel ebben a kifejezésben a tangens-hiperbolikusz fiiggvény argu-
mentuma minden perturbéciéra pozitiv, ezért a névekedési faktor négy-
zete is pozitiv, azaz folyadékrendszeriink mindig instabil. Az lathaté még
a 11.20 egyenletbdl, hogy a nagyobb hulldimszdmu perturbacidk instabi-
labbak a kisebb hulldmszdmuaknal.
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11.2.2. MHD Rayleigh-Taylor-instabilitas

Altalanositsuk a fenti hidrodinamikai Rayleigh-Taylor-instabilitast plaz-
makra! A most bemutatandé altalanositast Kruskal és Schwarzschild vé-
gezték el el6szor, ezért a hidrodinamikai R-T instabilitds MHD véltozatat
Kruskal-Schwarzschild-instabilitdsnak is hivjak.

Plazméak esetében jobban megfelel a val6sagnak, ha a plazmdban nem
lépcstszerti stirtiség-ugrast feltételeziink, mint az el6z6 alfejezetben, ha-
nem az y tengely (pozitiv) irdnydba mutat6 folytonos stirtiséggradienst.
A plazma nyomdsaval a 10. fejezetben mondottak szerinti, x — z sikkal
parhuzamos mégneses tér tart egyensulyt, melynek gradiense —y irdnyba
mutat.

Mivel laboratériumi plazmék esetében a nehézségi erd szinte mindig
elhanyagolhat6 az elektromdagneses er6k mellett, a fenti leirdsban szerep-
16 nehézségi gyorsulast , ki kell valtanunk” valamilyen mésik erével. Egy
ilyen masik lehetséges er6 példaul tipikusan a magneses tér er6vonalainak
gorbiiletébdl szarmazo ers, ahogyan azt a 10.4 egyenletnél lattuk. Az egy-
szerliség kedvéért azonban mostani levezetésiinknél megmaradunk a ne-
hézségi er6t jelold g szimbolumnal, de tudjuk, hogy az barmilyen, a mag-
neses tér er6vonalaira merdleges erét jelenthet.

Tekintsiik az MHD-mozgésegyenletet és annak lineariz4lt alakjat (fel-
tételezve, hogy a nem perturbalt sebesség most is nulla, vo = 0, és a plaz-
ma dsszenyomhatatlan)!

p<aa‘tf—v'VV>: JxB—-VP—pgy (11.21)
0 - By -VB;+B;-VB .
Pt = VP 4 =L gy (1122)
t Ho
Ttt B..B
P =p 2221
Lo

a perturbalt teljes (kinetikus plusz méagneses) nyomads. Bontsuk a 11.22
egyenletet a szokdsos médon a mégneses térrel parhuzamos és merdéleges
komponensekre!

oP, i(k-Bg)B
Ypov1y = 8y1 4+ X uz) LY pg (11.23)
9By

~ 1
YPoVi, L = —ikP; + — l(k . B())BLJ_ + BLyi (1124)
o dy
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Szorozzuk a 11.24 egyenletet skaldrisan ik-val és hasznaljuk fel az
Osszenyomhatatlansagot kifejez6 11.13 egyenletet!

0 ~ 1 k-B
—’Ypogily’y = k'QPl + — (k : Bo)k -By + iBLyM (11.25)

1o Jy

Mivel V - By = 0, a perturbélt magneses tér mer6leges komponensére
igaz, hogy

0B,
ik-By =——"2.
1 1L oy
Ezek utan a 11.25 egyenletet tovéabb alakithatjuk:
~ 801 1 . 6B1 . 8(1{ . Bo)
P = —ypo—2 - — |-i(k-B Y4 iBy———— .
1 ’YPO ay /J() |: 1( O) ay +1 Ly ay

Ebbél az egyenletbdl Py kifejezhetd és a 11.23 egyenletbe helyettesithetd:

YPoU1,y =
1 8 8v1y 1 . 6B1y . 8(kB0)
=2 Y~ |-i(k B Y By,
kz@y{ P08y Mo[ ik Bo) gy W gy *
i(k-Bg)B
+71( 0)B1y — P19
Ko
(11.26)

Ebben az egyenletben mar csak By, nem egyenstilyi mennyiség, ezért
ha Bj,-t is ismernénk, a 11.17 egyenlethez hasonl6 sajatértékegyenlethez
jutnank. Linearizéljuk az ideédlis Ohm-torvényt!

E4+vxB=0 — Ei +vixByg=0
Vegytik a rotacidjat és hasznaljuk fel a Faraday-torvényt!
'yBl =V x (Vl X B())

Szorozzunk skaldrisan g-al, majda V- (FxG) = G- (VxF)-F-(VxG)
vektoranalitikai azonossag segitségével fejezziik ki By, -t!

’}/BLy = gj -V X (Vl X Bo) =V [(Vl X Bo)] X Q =ik Bovl,y (1127)

Ezt a kifejezést, valamint a 11.16 és 11.26 egyenleteket felhasznalva
kapjuk a sajatérték-egyenletet.

9 2 1 2| Ov1y 2 )2 Ipo 1 2
= —(k-Bo)?| 2 = —g 0y (x-B
8y{[*ypo+ ( 0)} 8y} k=< po 95, + (k- Bo)

Ho Mo
(11.28)
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Ez az egyenlet megegyezik a 11.17 alatti egyenlettel, ha a perturbalat-
lan mégneses tér nulla (By = 0).

A 11.17 sajatértékegyenlet analitikusan nem oldhaté meg, mert min-
den, az egyenletben szerepld egyiitthaté fiiggvénye az y koordindtanak.
Kvalitativ tulajdonsagokat azonban megéllapithatunk a v novekedési ra-
tara, ha feltessziik, hogy plazmank egy h magassaga merev falt edényben
van, azaz sem y = 0, sem y = h esetében nem engedjiik meg a feliilet fod-
roz6dasat, vagyis hatarfeltételeink a kdvetkezdk:

v1,4(0) = v1,y(h) = 0.

Szorozzuk be a 11.28 egyenletet v y-al és integréljuk az y = [0 h] tar-
tomanyra!

h
apo 1
k2 200 — g—= + —(k - Bo)?| v?. d 11.29
O/[’Ypo gay+M0( 0):|vl,yy ( )

A Kkiintegrélt rész a hatarfeltételek miatt elttinik, azaz ~2-et kifejezve
kapjuk:

h , 2
FS) k-Bo)? v
[ dy [ngap; viy - ,UOO) <k2v%’y + ( 8?1) >}
y?2 =" . (11.30)

h v 2
I dypy [k%%,y + (%) ]

A hidrodinamikai esettel megegyezden, ha k - By = 0 mindenhol és
a stirtiség gradiens pozitiv, akkor 42 > 0, azaz az elrendezés instabil. Ha
a stlirtiség gradiens mindenhol negativ, kivéve egy keskeny, Ay vastag-
sdgu savot, akkor a rendszer csak ebben a keskeny sdvban lesz instabil
a kicserél6dési instabilitadssal szemben és az integralt a 11.30 egyenletben
kozelitsleg el tudjuk végezni: 72 ~ gAyp, ' 9po/dy, ahol dpy/dy az instabil
tartomanyban vett érték.

Az is lathato, hogy véges k - B érték csokkenti az instabilitas er&ssé-
gét, mert a 11.30 egyenletben a k - Bo-t tartalmaz6 tag mindig pozitiv, azaz
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ez a tag a minusz miatt v2 értékét csokkenti. Akdr a rendszer stabilizal6d4-
sa is bekdvetkezhet, ha a méagneses tag kelléen er6s magneses tér mellett
dominal a gravitdcios tag mellet és v negativva valik. Azonban teljes sta-
bilitast a kicserél6dési instabilitdssal szemben ebben a geometridban nem
tudunk elérni, mert a k perturbécié (4ltaldban termikus fluktudcié) bar-
milyen szoget bezarhat a magneses indukciévektorral, azaz mindig lesz
egy olyan k érték, amire k - By = 0 és a rendszer instabil. Ha a magneses
térnek nyirdsa is van, azaz a B vektor x tengellyel bezart szoge az y koor-
dinéta fiiggvénye, akkor k - Bg csak egyetlenegy vékony siktartomanyban
lesz nulla, és az instabilitds csak erre a nagyon vékony térrészre fog kon-
centrdlédni. Osszefoglalva tehat: az MHD R-T instabilitast a magneses tér
nagysaga és nyirdsa egytittesen stabilizaljak.

A k - By tag stabilizal6 hatdsanak fizikai okat a 11.27 egyenlet mutat-
ja meg, ahonnan latszik, hogy a v, perturbaciéhoz tartozé perturbalt By,
magneses tér k - Bp-lal ardnyos. Kezdetben a médgneses térnek nem volt y
irdnya komponense, igy a megjelen6 y komponens a mdgneses tér er6vo-
nalainak meggorbiilését jelenti. Ha a meggorbitéshez sziikséges energia
kisebb a folyadékelemek kicserél6dése soran felszabadul6d energidnal, a
rendszer instabil lesz.

Ha visszagondolunk arra, hogy plazmék esetében a gravitciés er6
pl. a magneses tér gorbiiletébdl ereds erdvel helyettesithetd, akkor a 11.30
egyenlet azt allitja, hogy 1éteznek kedvezd és kedvezdtlen magneses térgor-
biilettel rendelkezd tartomanyok. Kedvezd gorbiileti a tartomany, ha a
gorbiiletbdl eredd er6 parhuzamos a nyoméasgradienssel, és igy a plazma-
egyenstly stabil. Ertelemszertien kedvezétlen a gorbiilet a forditott eset-
ben, azaz ha a gorbiiletbdl ered6 erd ellentétes a nyomdsgradienssel, ami-
kor is az egyensuly instabil. Mivel a plazma nyomadsa a hatarfeliilete fe-
1é haladva altalaban csokken, a kedvez6 térgorbiilet egyben azt is jelenti,
hogy a plazma fel6l nézve a hatarfeliilet konkdv, mig kedvez6tlen térgor-

biilet esetén konvex.

A 11.8 egyenletre visszatekintve mar érthet6, hogy a (§ | - VF) (€| - k)
kifejezés felel6s ezért az instabilitdsért, mivel pont a gorbiileti vektor és a
nyomadsgradiens relativ irdnyat kapcsolja dssze.

11.3. A hurokinstabilitas

Ezt az instabilitasfajtat azért hivjak hurokinstabilitdsnak, mert az insta-
bilitds soran egy kezdetben gorbiiletlen plazmacsd helikdlis deforméciot
szenved, azaz dthurkolja a plazmacs6 eredeti, nemperturbalt tengelyét.
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Szemléletes képet legkonnyebben kiilsé hurokinstabilitdsokhoz adha-
tunk, azok kozott is az tgynevezett kihajlé instabilitdshoz. Képzeljiink el
egy hosszt, dramjarta plazmafonalat (pl. a Bennett-pinchet)! Ha valami-
lyen perturbaci6 kovetkeztében a plazmafonal egy kicsit meghaijlik, a haj-
lat bels6 oldaldn az azimutélis magneses tér megnd. Ez ahhoz vezet, hogy
ugyanazon a bels6 oldalon a megnovekedett J x B erd kovetkeztében a
kihajlas tovdbb nd, és ez az allapot instabil.

A hurokinstabilitdsok kozé tartozik még — sok méas kozott — az tgyne-
vezett befiiz0dési instabilitds is. Ekkor a plazmafonal nem kihajlik, hanem
beftiz6dik az instabilitas kovetkeztében. Az instabilitast itt is a megnove-
kedett J x B er6 hajtja, ami a perturbaciét tovabb noveli.

Ha az instabilitast okoz6 perturbéciot az azimutalis szog szerint kifejt-

jik (~ sin m¢), akkor a beftiz6dési instabilitdshoz az m = 0 médusszam, a
kihajl¢ instabilitdshoz az m = 1 médusszam tartozik (11.4. dbra). Az dbran
lathaté még az m = 2 médusszdmhoz tartozo filamentdcids instabilités.

A kvalitativ bemutatas utdn vizsgéljuk meg részletesebben a bels6 hu-

rokinstabilitdst, azaz tekintsiik a 11.8 egyenletben szerepl6 utolsé tagot!
Joj (€L x 2) - By (11.31)

Meg fogjuk mutatni, hogy ez a tag olyan, helikdlis struktardja insta-
bilitast ir le, amit az d&ram magneses térrel parhuzamos komponensének
gradiense hajt. Az egyszer{iség kedvéért legyen P — 0, azaz ezuttal ha-
nyagoljuk el a nyomas 4ltal hajtott instabilitdsokat.??

Vegyiik észre, hogy a perturbalt magneses térhez tartozé vektorpoten-
cidl perturbécidja (A ;) kifejezhet6 a perturbalatlan magneses térrel és a £
elmozduldsvektorral.

A =€ x By

Ezt felhasznélva a 11.31 kifejezés igy irhato at:

Joj

11.32
B (1132)

Megmutatjuk, hogy véges A; - By helikdlis perturbaciénak felel meg.
Vegytink fel lokdlis Descartes-koordinatarendszert tigy, hogy a z tengely

*Ha figyelembe vennénk a plazma nyomadsat, akkor egy kicserélédési médus is min-
denképpen kifejlédne, ami csatolédna a viszgalni kivant hurokmédushoz, alapvetSen
megvéltoztatva annak f&bb tulajdonségait.
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11.4. dbra. A hurokinstabilitas legfontosabb tipusai

mutasson By irdnyaba. Ekkor Ay = Ay,& + Ay,y, mivel a vektorpotenci-
dlnak nem lehet z irdnyti komponense.

0A
A B, = —Alwa—;y + Ay,

aAlx
0z

(11.33)

Tegytik fel, hogy A mindkét komponense nemtrivialis fliggvénye z-
nek, azaz legyen pl. A, = Re A, expikz és A1y = Re Ay, expikz. Ebben
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az esetben

o 20 o, 20| = ERe fiag, A, - 47, A00)

(11.34)
ami csak akkor lehet véges, ha A} A1, nem tisztdn valds. Legegyszer(ibb
esetben tehat A, = iA4,,, vagyis

A -B) =

A By =k|A,)?

A =Re [A1,(2 + i) expikz],

ami egy helikélis tér, mert Ay, ~ coskz és Ay, ~ sinkz.

Mivel véges A - B helikdlis perturbaciot jelent, kézenfekv6 a magne-
ses tér helicitasstirtiségét A - B alakban definidlni, amivel a plazma teljes
magneses helicitdsara a

K:/ A -Bd%r (11.35)
1%
kifejezés adodik.

Megmutathat6, hogy idedlis plazmaban a teljes helicitds megmaradé
mennyiség (nem csak linedris rendben), azaz minden perturbéciéra K =

allandé. Ebbél az kovetkezik, hogy ha a magneses teret B = By + B
alakban, a vektorpotencialt pedig A = A + A alakban irjuk, akkor

K_/A-VxAd3r—/(A0+A1)-Vx(A0+A1)d3r—
:/AO'V><A0d37“+/A1'V><A0C137’7L

+/A0-VXA1d3r+/A1-V><A1d3r
(11.36)

A helicitds megmaradédsa miatt a 11.36 egyenletnek a perturbacié min-
den rendjében kiilon-kiilon is teljesiilnie kell, azaz els6 rendben

/Al-Vond?’r—l—/Ag-V><A1d3r:0,
masodrendben pedig

/Al-VxA1d3r:/A1-B1d3r:O.
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Ezt az eredményt kell sszevetniink a 11.8 egyenletben szerepld utol-
s6 taggal, azaz A; - B1Jy /Bo-al, pontosabban annak a plazmatérfogatra
vett integraljaval. Latszik, hogy mivel Jy / By ltaldban valamilyen bonyo-
lult fiiggvénye a térkoordindtanak, a 11.8 egyenletben akkor lesz nulla az
utols6 tag (azaz nem destabilizéld), ha Jy /By llando, és igy az integral
elé kiemelhet6 (A - By integrélja pedig mindig automatikusan nulla).

Osszefoglalva: azok a perturbéciok stabilak a kihajlé instabilitassal
szemben, amelyekre Jy /By = A = alland6.2® Ezt az 4llitdst masképpen
felirva (A-16l po-t levalasztva)

todo = ABy,

azaz
V x By = \Bq. (11.37)

Ezt az egyenletet erémentes egyensulynak hivjuk, és a megoldasai
olyan helikdlis mdgneses terek, melyek roticiéja padrhuzamos magéaval a
térrel. Ha a magneses tér olyan, hogy er6vonalai sikban fekszenek (azaz
a tér kétdimenzios), akkor a rotdcié6 mindenképpen ki fog mutatni a fe-
lilletbdl, és a 11.37 egyenlet sosem teljesiilhet. Az er6mentes egyensuly
teljesiiléséhez tehat haromdimenziés magneses térre van sziikség.

11.4. A Landau-csillapodas

A kétfolyadékkép targyaldsi keretein beliil a plazmaban keltett elektro-
sztatikus hulldmok az {itkozések elhanyagoldsa esetén nem csillapodnak,
azaz ha egyszer létrejottek, az id6k végezetéig megmaradnak. Ez a 7.22
egyenletbdl is latszik, amely nem ad szamot semmilyen csillapit6 ténye-
z6r6l. A valésdgban azonban a 7.22 egyenlet pontositdsra szorul. Lev Da-
vidovics Landau dolgozta ki azt az elméletet, amely a kinetikus egyenlet
felhasznalasaval korrekcidkat tud adni a diszperziés egyenlethez. Erde-
kességként megemlithetd, hogy Landau mar tobb mint egy évtizeddel a
kisérleti igazolas el6tt megjosolta, hogy az elektrosztatikus plazmahulla-
moknak csillapodniuk kell.

A 11.5 abréazol egy hipotetikus plazmarészecskét az elektrosztatikus
hullam potencidljaban. Legyen a hulldm terjedési sebessége vy, a plazma-
részecskéjé pedig v,! Ha vy>v, , a hulldm a részecskét gyorsitani fogja, a

BEz egy elégséges, de nem sziikséges feltétel, hiszen az energiaintegral nemnegativ tag-
jai stabilizdlhatjak ezt a médus Jy /Bo # allandé esetén is.
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részecske a hulldm energidjdnak rovasdra jut energidhoz. A hatékony ener-
giacseréhez persze az is kell, hogy vy ne nagyon kiilonb6zzon v,-t61 (Gn.
rezonancia kozeli dllapot), kiilonben a hulldm és a részecske relativ mozgdasa-
nak fazisa id6ben hamar szétcsuiszik, és az energiacsere id6ben kidtlagol6-
dik. Ha viszont v¢<wv,, , akkor minden pont forditva van, a hulldm er6s6dni
fog a részecske energidjanak rovasara.

11.5. abra. A Landau-csillapodés

Ha a plazmaban azonos szdmu, a hulldmnal gyorsabb és a hulldm-
nél lassabb részecske van, akkor 6sszességében a hullaimot er&sito, illet-
ve gyengité hatds kiegyeniti egymadst. Plazmaban azonban a részecskék
sebesség-eloszlasa (legtobbszor) a 11.38 szerinti Maxwell-eloszlas, tehét a

hullam ekkor gyengiilni fog.

11.4.1. A kinetikues egyenlet Fourier-analizise

Idézziik fel a plazmahulldmok targyaldsanal kovetett eljarasunkat! (1) —az
egyenleteket linearizaltuk, (2) — harmonikus perturbécioét feltételeztiink,
(3) — a differencidlegyenlet-rendszert algebrai egyenletrendszerré alakitot-
tuk és végiil (4) — az algebrai egyenletrendszer determindnsdnak gyokei
szolgaltattdk a diszperzios relaciét.

Prébaljuk most meg ugyanezt az eljarast végigvinni a kinetikus
egyenleten! Az egyszer{iség kedvéért rendszeriink legyen egydimenzids,
csak elektrosztatikus elektromos teret engedjiink meg, és tekintsiik az io-
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nokat mozdulatlanoknak! Mivel az ionok mozdulatlanok, minden pertur-
balt mennyiség az elektronokra vonatkozik, azaz mennyiségeinknél az e
indexet elhagyhatjuk.

Az egyensulyi elektroneloszlas legyen maxwelli

1
fo(v) = no 75— exp (—v?/v}), (11.38)
™ vr

ahol vy = /2kT/m!

Az egydimenzi6s kinetikus egyenlet

of Of a990f _
8t+v8x m@x@v_o (11.39)

és linearizalt alakja

oft . 0fi  q0p10fy

o e mox oV (1140
ahol f; az eloszlasfliggvény perturbacidja, f = fo + fi1. Feltéve, hogy a
figg6 valtozok ~ exp (ikz — iwt) szerint fliggenek a tért6l és az ido6tol,

a 11.40 egyenlet igy irhato:

q 9fo _

amit f;-re megoldhatunk
_ k qdf
fi= k) Eﬁqﬁl. (11.42)

Az elektronstirliség perturbacidja ezek utan

400 +o00
_ _ 4 k__9f
ny = N fidv = mqbl /_OO (= ko) O dv. (11.43)

A Poisson-egyenletbdl kaphatunk még egy Osszefliggést n; és ¢ ko-
z0Ott

1 niq
=—— 11.44
92 ot (11.44)
vagy 0/0x-t ik-val helyettesitve
K2 = 19 (11.45)
€0
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A 11.43 és a 11.45 egyenletek kombindldsaval a diszperzios reldciot

kapjuk
2 +o0
q k 0fo
1 ——dv = 0. :
+ Zmeg /OO (@ —Fv) dv dv=0 (11.46)

Ezt az egyenletet elegansabb forméba irhatjuk, ha behelyettesitjiik fo
11.38 alatti alakjat és bevezetjikk a { = v/vr dimenziétlan részecskesebes-
séget és az a = w/kvr dimenzibtlan fazissebességet:

1 1 o1 9 .
1l— = e fde=0. 11.47
202N, 12 /oo E-aaet © (11.47)

Az elektron szuszceptibilitdsat

1 1 o1 9 .
X= Tor2NE 11 /OO E-aaet ©

alakban definidlva 11.47 a méar ismerds
1+x=0

alakot olti.

Ezzel a szdmolassal azonban tavolrél sem oldottuk még meg a fel-
adatot, mert a 11.47 egyenletben szerepld integral £ = «, azaz w = kvr
esetén nem értékelhetd ki. Ha visszaemléksziink, 1ényegében ugyanezzel
a problémaval mér taldlkoztunk a kétfolyadékképben, amikor is diszper-
zi0s relacionk értelmét vesztette, ha w/k 6sszemérhetd volt a termikus se-
bességgel, \/~T'/m-mel.

Erdemes megjegyezni, hogy mig kétfolyadékképben a kinetikus
egyenlet harom momentumadra és a Poisson-egyenletre volt sziikségiink,
addig most elegend6 volt a kinetikus (Vlaszov-) és a Poisson-egyenletek
felhaszndldsa, ami aldtdmasztja azt az amugy is ismert tényt, hogy a kine-
tikus egyenlet egymagaban is elegendd a rendszer leirdsahoz.

11.4.2. A Laplace-transzformacié

Landau jott rd arra, hogy az imént bemutatott Vlaszov—-Poisson-problémaét
nem sajdtérték, hanem kezdetiérték-problémaként kell kezelni. Kezdetiérték-
problémak megolddsdhoz pedig nem a Fourier-, hanem a Laplace-
transzformdcié nyujt megfelel eszkozt.

Vézlatosan tekintsiik 4t a Laplace-transzforméci6 f6bb jellemz&it!
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Egy v (t) fuggvény Laplace-transzformaltja a kovetkezd (p komplex
szam):

b(p) = /0 oow(we‘ptdt- (11.48)

Azokban az esetekben, amikor 1 (t) exponencidlisan novekvé tagokat
tartalmaz, el6vigyazattal kell eljarni.

Tegytik fel, hogy t — oo esetén 1(t) ~ exp (7t) szerint divergdl, azaz
v a leggyorsabban novekvé kitev6 ¢-ben. Ebbol rogton kovetkezik, hogy
a 11.48 integralnak csak akkor van értelme, ha megkotést tesziink p valés
részére, mégpedig azt, hogy Re p > ~. Hogy ezt ne felejtsiik el, a Laplace-
transzformdciot explicite igy definidljuk:

U(p) = /Ooo Y(t)e Pldt,  Rep>~. (11.49)

Sziikségiink lesz még a (p) fiiggvény inverz Laplace-
transzformaltjara, g(t)-re is.

g(t) = /C p(p)edp (11.50)

Itt az integralas C' kontturjanak megvalasztasakor tekintettel kell len-
ni arra, hogy a kontur csak azokat a tartomanyokat jarhatja be, ahol 1 (p)
értelmezett, azaz ahol Re p > . Egy lehetséges integralasi konttr az agy-
nevezett Bromwich-kontiir, ahol p valés részét dllanddan tarjuk 5 > v érté-
ken, a komplex résszel pedig végighaladunk —ico-t8l -+ico-ig. Ha 1) (p)-nek
a 11.49 alatti kifejezést vessziik, akkor az inverz Laplace-transzformdcié
(egy rovid levezetést atugorva):

1 B4ico

P(t) = Y(p)eftdp, B> 1. (11.51)

a 277“ B—ioco
Miel6tt attérnénk a fizikdra, megemlitjiik a Laplace-transzformacioé
egy masik fontos tulajdonsagat is. ¢ id6derivéltjanak, diy/dt-nek ugyanis
parcidlis integrdlds utdn nagyon egyszertien szamithat6 a transzformaltja:
> dw(t) —pt _ —ptio0o > —pt —— _ 11.52
S = e ke [ p(te = pd()—(0). (152)
Lathato, hogy a v(0) kezdeti érték explicite megjelent a transzforma-
ci6 sordn, ami mindjart igazolja is, hogy miért Laplace-transzformacio kell
a kezdetiérték-problémakhoz.
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11.4.3. A kinetikus egyenlet Landau-féle analizise

Legyen a részecskék sebességeloszlasa az aldabbi Maxwell-eloszl4s:

3/2
Mo 9
— Ty)! 11.
27TI'€TU> exp(—mqyv®/2:T,) (11.53)

Joo(v) = noo <

Tegytik fel, hogy ¢ = 0-ban az egyenstlyi elektromos tér nulla, vala-
mint azt, hogy az eloszlasfiiggvény id6ben csak egy kis perturbacié id6-
fiiggésén keresztiil véltozik, azaz

fo(x,vit) = foo(V) + fo1(x,v,t)! (11.54)

A linearizélt kinetikus egyenlet a 11.40 egyenlethez hasonléan

8f ol af a0 _
ot ov

TV Vi — %’wl : 0. (11.55)

A fiiggd valtozok ~ exp(ik - x) térbeli fliggését feltételezve kapjuk:

8f01 anO
ot ov

ik v — 2 4k — 0. (11.56)
Mme

Az id6ben Laplace-transzforméciot végrehajtva

r o 7 . a o
ik Vo (vie) — o (v0) — Ll T2 0 157
és f,1(v,p)-re megoldva az egyenletet
. B 1 9o 7, o Ofo0
fal (V,p) = m |:f0—1 (V,O) + mig(]ﬁl(p)lk . 8V :| . (1158)

Ez nagyban hasonlit a 11.42 egyenletre azzal a kiilonbséggel, hogy
most az iw Fourier-véltozo helyett a komplex p Laplace-valtozo6 jelent meg
az f,1(v,0) kezdeti értékkel egytitt. A Poisson-egyenlet a szokdsos médon
irhato:

1 1
2, _ _ 3
vm——%;%wh—%;%/nﬂmmu (11.59)

majd V — ik helyettesités utan

k2 p1 (p) = ;)ZU:QJ/fal(V7p)d3U. (11.60)
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Kombinélva a Poisson- és kinetikus egyenletek fenti alakjait kapjuk:

fa’l VO) + (IO' ¢1( ) 6f00
27 ov 3
k=¢1(p E qa/ [ 0 + 1k V) d°v. (11.61)
Ezt ¢, (p)-re megoldva
- S(p)
= —= 11.62
adodik, ahol az S(p) szamlal6 és az N (p) nevezd az alabbi alaku:
2 : fal v 0 43
k250 (p+ik-v) V) v, (11.63)
2 lk . Ofc0 3
N(p) = — o . 11.64
D=1, e [ e
Ezek utdn mar ,,csak” a
1 B+ico S(p)
t) = — ePtd 11.65

inverz Laplace-transzformdciét kell végrehajtani, és mdris megkaptuk a
keresett végeredményt. A 11.65 egyenletben az integralasi hatdroknal /-
t agy kell megvalasztani, hogy az nagyobb legyen az % kifejezésben
exponencialisan leggyorsabban ndvekvé tagnal.

A most bemutatott formadlis megoldds szerint ¢,(t) a valosdgban az
integrandus komplexitdsa miatt nem értékelhetd ki, de szerencsére a Lan-
dau csillapodds szempontjabol elegendd ¢, () id6ben aszimptotikus visel-
kedését ismerni, ami viszont analitikusan szamolhaté.

Részletes levezetés helyett most csak a f6bb 1épéseket ismertetjiik.

A 11.65 egyenletben szerepl6 indegrandust a komplex fliggvénytan-
bol ismert reziduum tétel segitségével értékeljiik ki. Ehhez elvileg az integ-
randus Osszes polusat, azaz N(p) zérushelyeit ismerni kell. Az N(p) = 0
egyenlet a szuszceptibilitdsok segitségével az alabbi, mar ismer&s alakban
is irhato:

N(p) =1+ xe+xi =0, (11.66)
ahol

Xo = [1+aZ(a)). (11.67)

1
2Kk2)2,
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Itt bevezettiik — 11.47-hez hasonléan — az a = ip/kvr, és € = v/vr,
valtozokat, és Z (o) a plazma diszperzids fiigguénye.

oo €
Z(a) = 713/2/_00 €= oz)d£ (11.68)

Lathat6, hogy a 11.66 egyenlet a 7.22 egyenlettdl eltéréen komplex
egytitthatoja, és igy — dltalaban — komplex gyokei vannak a most komplex
w = ip ,frekvencia” sikon.

Kiértékelve a plazma diszperziés fliggvényét |a| > 1 esetre (adiabati-
kus hatéreset) a szuszceptibilitdsokra az alabbi kifejezés adodik:?*

w2 k2 KT, w wi/?
. po o . 2 2.2
Xo =732 (1 +3w2m0+...) T oy kg, P (WK vT,). - (11.69)

Mivel wpe > wy;, a 11.66 diszperziés egyenletben az ionok jarulékat
elhanyagoljuk és igy kapjuk a komplex w = w, + iw; gyokokre:

k? KT,
w? =2, <1+32” ¢

Wi Me

) ~ w2 (14 3k*XD,),
(11.70)

8  Wpe 242 242
w; = — \/;k‘g)\?be exp [—(1+ 3k*Ap,)/2k*AD,| -

Korabban, a kétfolyadékképben a hulldimok frekvencidja tisztdn va-
16s volt, ezért exp —iwt idofiiggést feltételezve a hullamok nem csilla-
podtak. Most a pontosabb analizis megmutatta, hogy a frekvencia val6-
jaban komplex, tehat a hulldimok amplitadéja exp —|w;|t szerint lecseng.
Szdmitsuk ki, milyen gyors ez a lecsengés! A hullam egy periddusideje
T = 27 /w,, azaz a csillapitas egy periddusidd alatt exp —|w;|/7. A frek-
vencia val6s és képzetes részét 11.70 szerint behelyettesitve a csillapodés
exp —|w;|/T = exp —(27/6) ~ exp (—1) ~ 0,3, ami mindenképpen el nem
hanyagolhat6 effektus.

# A diszperzi6s fiiggvény nagy argumentumokra érvényes kozelits alakja:

Z(a) ~ ir exp(—a?) — é <1+ L )

2a2
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12. A plazma egyrészecskés leirasa

A jegyzet legelején a plazmat kiilonallo részecskék osszességeként mutat-
tuk be. Kés6bb megallapitottuk, hogy bér az iitkdzések a plazmét alkoto
részecskék kozott igen ritkdk lehetnek, az elektronok és ionok mozgéasa
mégsem korrelalatlan, mivel a Coulomb-kolcsonhatds hatdsara olyan bel-
s8 elektromagneses terek keletkeznek, melyek dont6 moédon befolyasoljak
az alkot6elemek mozgasat. Ezért tudtunk a kinetikus egyenletb&l még {it-
kozésmentes plazmékra is folyadékegyenleteket szarmaztatni.

Ebben a fejezetben bemutatjuk a részecskéket kolcsonhatdsmentes
sokasdgként leir6, tgynevezett egyrészecskeképet. Benne a részecskék a
Lorentz-er$ hatdsara, kizdrdlag kiils6 forrdsbol szdrmazoé elektromos és
magneses terekben mozognak.

A Lorentz-er&t tartalmazé mozgéasegyenlet analitikus megoldasa tet-
sz0leges elektromos és magneses mezdben lehetetlen feladat. A plazmafi-
zikdban azonban szinte mindig megallja a helyét egy alapvetd kozelités,
éspedig az, hogy az elektromos és mégneses terek mind a tér-, mind az
id6koordindtdnak csak gyenge fliggvényei. Hogy ez a gyenge fliggés pon-
tosan mit is jelent, mindjart latni fogjuk.

Megjegyzendd, hogy ebben a fejezetben d/dt nem a kordbban hasznalt
konvektiv derivalt, hanem egyszer{i id6derivalt. A részecskék helyét az
x(t) koordindta, sebességét a dx(t)/dt = x(t) derivalt, gyorsuldsat pedig a
dv(t)/dt = x(t) adja meg.

Tekintsiik a mozgdasegyenletet a Lorentz-erével!

dv

mas = q(E+v xB) (12.1)

Ha nincs elektromos tér, a mégneses tér pedig mer&leges a részecske
sebességére, akkor az egyenlet konnyen integralhat6. Koordinatarendsze-
riink, mint mindig, most is mutasson a magneses tér iranyabal!

o
e =4ty (12.2)

muvy = — qu: B

Ez az egyenletrendszer a részecske egy 1, = mv/qB sugart kor menti
(v* = v} +v2), wr, = ¢B/m korfrekvencidjta mozgdsat irja le. Ennél a spe-
cidlisndl 4ltalanosabb esetben, ha a kiils6 elektromos és méagneses terek
idében az wr, Larmor-frekvencidhoz, térben pedig az r;, Larmor-sugarhoz
viszonyitva lassan valtoznak, akkor a részecskék mozgasa felbonthat6 egy
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gyors (Larmor-pdalya menti) és egy lasst (drift) komponensre. Ehhez a fel-
bontashoz az a fizikai kép tarsithat6, hogy a gyors komponens tulajdon-
képpen a korpdlydn valé6 mozgés, mig a lassi komponens a korpalyak
kozéppontjainak lassti sodrédasa, driftje. Ennek a kozelitésnek a neve:
Larmor-centrum kozelités.

Ennek megfeleléen bontsuk tehat fel az x(¢) helyvektort és a v(t) se-
bességet! A gc als6 index — az angol guiding center szavakbodl — a Larmor-
centrumra vonatkoz6 mennyiségeket jeloli:

x(t) = xge(t) + rr(t), V(1) = % v Vi), (123)

Hasznaljuk fel azt a kitételt, hogy a elektromos és magneses terek tér-
ben lassan véltoznak, és fejtsiik sorba a térer6sséget illetve az indukcié-
vektort a részecske pillanatnyi helye kortil!

E(x(t)) = E(xge(t) + rL(t)) = E(xge(t)) + (rL(t) - V)E (12.4)
B(x(t)) = B(xge(t) + rL(t)) = B(xge(t)) + (r(t) - V)B (12.5)

Beirva a 12.3 és a 12.5 egyenletekben szerepld felbontdsokat a 12.1
egyenletbe:

dlvgelt) + vi ()
dt

= q[E(x4:(t)) + rr(t) - VE] +
+ q[vge(t) + vi(t)] x [B(xge(t)) +rr(t) - VB]. (12.6)

A feltételezéseink szerint a Larmor-mozgdsra vonatkozo v, (t) sebes-
ség éppen az alabbi Larmor-egyenlet megoldésa.

deL (t)

L2 = qvi(t) x Bxyelt) (12.7)
Levonva ezt az egyenletet a 12.6 egyenletbdl:

d"gé(t) = q[E(xg(t)) +rr(t) - VE] +

+q{vge(t) X [B(xgc(t)) + rr(t) - VB] + v (t) x rr(t) - VB}.

Ahhoz, hogy csak a Larmor-centrumra vonatkozd, a centrum lasst
mozgdasat leir6 egyenletet kapjunk, ezt az egyenletet id6ben ki kell atla-
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golnunk egy Larmor-palyan val6 koriilforduldsra. A Larmor-mozgast el-
s6rendben tartalmaz6 tagok id6atlaga természetesen nulla.
dvge(t)
dt

= q[E(xgc(t)) + vge(t) X B(xge(t)) + (vr(t) x r(t) - VB)]
(12.8)

Bontsuk fel a Larmor-centrum sebességét a magneses térrel parhuza-
mos, és arra merdSleges komponensekre! A driftsebesség megjelenését —
a driftdramldsokhoz hasonlé médon — most is a térre merdleges kompo-
nensben varjuk.

Vgc(t) = VJ_gC(t> + U”gc(t)i (12.9)
A felbontast beirva a 12.8 egyenletbe, 12.8 bal oldala igy alakul:

dVLgc(t) d (U”gc(t)?:') _ dVLgc(t) d’UHgC(t) s dz

& o ().
at dt dt dt az Vloe(®)

A magneses tér id6derivaltjat tartalmazo tagot kiilon is meg kell vizs-
galnunk. Paraméterezziik a magneses teret az ervonal mentén mért s iv-
hosszal. Akkor

(12.10)

dz dzds . 5
qa - dsdt Vge(2- V)2,
mivel £
d{ = (2-V)5

Ezt felhasznélva a 12.8 egyenlet mar konnyen parhuzamos és merdle-
ges komponensekre bonthat6.

Avige(t) | dypee(t) .
it T + ()2 VE =

= qE(xgc(t)) + qvge(t) x B(xge(t)) + q(vi(t) x r(t) - VB) (12.11)

A parhuzamos komponens

dvjge(t)
M

mig a merSleges komponens

zZ2=q [éEH(ch(t)) + (vp(t) xrp(t) - VB>H] , (12.12)

dVLgc(t)
dt

= q[E | (x4c(t)) + vge(t) x B(xge(t)) + (vr(t) xrp(t) - VB) 1 ]. (12.13)

2 o ozl —
+'U||gCZ'VZ =
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A 12.13 egyenletet a driftairamldsoknal megismert modszerrel fogjuk
kiértékelni. Az egyenlet dtrendezhet6 az alabbi alakra:

mdvtﬁc@ =F| +qvye x B, (12.14)
ahol
F| =B (xge(t)) + (v (t) x rL(t) - VB) L +vf, 2 - V2. (12.15)

A feltételezéseink szerint v 4.(t) id6valtozasa lasst, tehat a 12.15
egyenlet bal oldaldn az idéderivélt nulladrendben elhagyhaté. Az igy ka-
pott egyenletet B-vel vektoridlisan szorozva a driftsebesség nulladrend-
ben kifejezhetd:

F 1 X B

Viged = qB2

Els6rendti korrekciét kapunk, ha a driftsebességet v 4. = Vg0 +
Vv | ge1 alakban keresiik, ahol v | 4.1 kicsi v | 40-hoz képest. Ekkor

dVJ.ch
dt

=qviga X B.

Ismét a magneses térrel vektoridlisan szorozva a v | 4.1 kis korrekcié
kifejezhetd
m dv g

B
qB? dt X

Vigel = —

Ennek a linedris rendfi kis korrekciénak a neve ebben az esetben is —
miként a driftdiramldsoknal — polarizdcids drift. A 12.15 egyenlet jobb olda-
lan harom tag all. Az els6 tagbdl eredd drift az E x B drift, a harmadik
tagbol eredd drift a gorbiileti drift.

Ertékeljiik most ki az a 12.15 egyenlet jobb oldaldnak kozéps6 tagjat!
Az ebbdl a tagb6l ered6 driftet, mivel benne a mégneses tér gradiense sze-
repel, az egyrészecskeképben gradB driftnek hivjuk.

Fyp =q(ve(t) xrp(t) - VB)L (12.16)

Koordinatarendszeriink z tengelye természetesen a magneses tér ira-
nyaba mutat, és az = tengelyt vegyiik fel igy, hogy ¢ = 0-ban a Larmor-
sebesség éppen x iranyu legyen. Ekkor a Larmor-sebesség

v (t) = vp[Z coswrt — gsinwrt]
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és
qB
wr, = —
m

a Larmor-frekvencia. A részecske koordinatdja a Larmor-péalyan

r(t) = Z—i[ﬁc sinwrt + g coswrt]

Ezeket a kifejezéseket a 12.16 egyenletbe irva:

2
Fyvp = qv—L<[i coswrt — ysinwrt] X ([Zsinwrt + ycoswrt] - V)B).
wr

Mivel (cos?wrt) = (sin?wrt) = 1/2, de {cos(wrt)sin(wrt)) = 0, és
V- B =0, a 12.16 egyenlet elnyeri végst alakjat:

Fyp = — 5B VB. (12.17)
A gradB drift ezek utan:
Fyp xB mv%
= = — B x B. 12.1
uvyp q32 2quv X ( 8)

Osszegyfijtve az imént szdrmaztatott drift értékeket, az alabbi kifeje-
zéseket kapjuk — ebben a sorrendben —az E x B, a gradB, a gorbiileti és a
polarizacids driftekre:

ExB
2
uyp = —;””BLg VB x B (12.20)
q
mvﬁgc 2. VixB ! mvﬁgCR B 12.21
Ue; = quz‘VZX _ﬁ R X ( . )
m | d
up——q@ dt(uE+uv3+uc)} x B (12.22)

Osszevetve ezeket a kifejezéseket a 13.7 egyenletben szerepld tagok-
kal az azonossag azonnal latszik, kivéve hogy most nem jelent meg a dia-
magneses aramlashoz tartoz6 drift. Ez nem is csoda, hiszen a diamagneses
dramlast a plazma nyomdasdnak gradiense okozza, mérpedig egyrészecs-
keképben a nyomas fogalma értelmezhetetlen.
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12.1. A mdgneses momentum megmaradasa

A Larmor-centrum kozelités egy masik (a driftek meghatdrozasa mellett)
alkalmazdsa a részecskék magneses momentuméanak megmaradésa. Kép-
zeljilk magunkat egy v, sebességgel mozg6 vonatkoztatasi rendszerbe.
Ebben a rendszerben a részecske magneses térre merdleges sebessége csak
a Larmor-mozgdasbdl ered, mert a driftsebesség térre meréleges kompo-
nensét a vonatkoztatasi redszer megvalasztasaval , kitranszformaltuk”.
Mivel v mer&leges a magneses térre, ezért a parhuzamos mozgés-
egyenletet nem befolydsolja a vonatkoztatési rendszer megvélasztasa:

dv” mv? OB
I —gpy - 2L
" TN T 9B as

(12.23)

Itt s a szokdsos moédon a mégneses er6vonal menti ivhosszat jeloli. Az
egyenletet v-sal szorozva energiaegyenletet kapunk:

2
d (MY mv% 0B
<> = qEjv) — V| (12.24)

dt \ 2 2B 1'9s”

Most szorozzuk skaldrisan a Lorentz-egyenletet a v sebességgel!

2
d [ my) mv%
@ (2 + 5" | =B +aqvi-Ey (12.25)

ahol v, a Larmor-pédlya sebességvektora és v;, = /v, - v ennek abszo-
latértéke. A 12.24 egyenletbdl a 12.25 egyenletet levonva kapjuk:

d mv% mv% 0B
dt( 5 >—qVJ_'EJ_+ 5B UHg. (12.26)

Integraljuk a Larmor-pdlyara a Faraday-torvényt! (Mozgé vonatkoz-
tatasi rendszeriinkben a magneses tér teljes iddderivdltja miatt drvényes
elektromos tér keletkezik.)

/VXE-dS:— a—B-ds (12.27)
ot
Vagy
OB
f E.-dl= —m«%a. (12.28)
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Az integraldsndl figyelembe vettiik, hogy a magneses tér elegenden
lassan véltozik ahhoz, hogy egy koriilfordulas alatt a Larmor-pélya suga-
rat dllandénak vegyiik.

A 12.26 egyenlet tartalmazza a lokdlis E | elektromos teret, de a 12.28
egyenlet csak a vonalintegréljat adja meg. Atlagoljuk tehét az elektromos
tér altal a toltésen végzett gv | - E | dt munkat a Larmor-pélyara!

B )i = B dt = 1% _ e, 2 9B

<qVJ_ EJ_)palya = o /qVJ_ Ej_dt = o %EJ_(H = 9 Tr ot (1229)
Itt a v dt = —dl helyettesitéssel éltiink, mivel a részecskék mozga-

sa diamdgneses jellegti (az ionok mozgésa ,balkezes”, a Stokes-tételben

pedig az ivelem ,jobbkezes”). Ezzel az eredménnyel a 12.26 egyenlet igy

alakul:

{

d <mv%)>pdlya B mv%@j mv% 0B mv%@ (12.30)

at \ 2 “ 2B ot T 2B Wes T 2B at

Itt 42 a toltés altal érzékelt magneses tér teljes idovaltozasa. Bevezet-
ve a Larmor-mozgéds W, = mv? /2 kinetikus energidjat, a 12.30 egyenlet

egyszertien felirhato:
1 dw, 1dB

— == 12.31
W, dt B dt’ ( )

aminek a megoldésa
% = p = allandd. (12.32)

A ;1 mennyiséget a plazmafizikdban elsé adiabatikus invaridnsnak hiv-
jak, és egyszerien megmutathat, hogy pontosan egyenld a Larmor-
pélyan kering6 részecske m mdagneses momentumaval. Ugyanis egy rp,
sugart koron kering® g toltésti részecske I = qw./2m dramerdsségli dram-
hurkot hoz létre, aminek a feliilete A = WT%.

2
m= ( o)L T 9 T H

12.1.1. A magneses tiikor

Tekintsiink egy statikus, de helyt6l fiiggé magneses térben mozgd részecs-
két! A tér inhomogenitasa legyen olyan, hogy a méagneses indukciévektor
nagysaga az er6vonal mentén valtozzon, azaz legyen 0B/0s # 0. Kénnyti
belatni, hogy egy ilyen tér er6vonalai nem lehetnek egyenesek, mert a
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B = B.(z)z alakban felvett mdgneses tér divergencidja nem zérus. Az
erdvonalak tehat ezeknél a tereknél sziikségképpen gorbiiltek, és a leg-
egyszeriibb, megengedhet6 magneses tér B = B2 + B, alakdt (7 egy Z-ra
merdleges egységvektor).

Statikus magneses tér esetében V x E = 0, amibd6l kovetkezben E =
—V¢, és a 12.23 egyenlet igy irhato:

dyy 99 0B

=g —p—. 12.
Tt Tas ~ o5 (12.33)
Az egyenlet v -sal val6 szorzdsa utan kapjuk:
2
AN 64 uB| =0 (12.34)
at | 2 TIOTHEEIEE ‘
Feltéve, hogy az elektrosztatikus potencidl id6ben dllando,
mvﬁ
— +a9(s) + pB(s) = dllands (12.35)

adodik. Ebbdl a kifejezésbdl az kovetkezik, hogy a pB(s) mennyiség egy-
fajta effektiv potencialként viselkedik, mivel hozzaad6dik az elektroszta-
tikus potencidl ¢¢(s) energidjdhoz.A 12.35 egyenletbdl az is kovetkezik,
hogy ha nincs is elektrosztatikus tér, a részecskék akkor is csapdazédni
tudnak két er6s médgneses ter(i tartomany kozott. Ilyen csapdédzésra alkal-
mas magneses térszerkezetet el6éllithatunk példaul két, egymdstol kissé
eltavolitott koaxidlis tekerccsel. A magneses térnek a tekercsek kozepénél
maximuma, a tekercsek kozott féltiton pedig minimuma lesz.

Tegytik fel tehét, hogy nincs elektrosztatikus tér és igy

mvﬁ

— + 1B(s) = dllande. (12.36)

Legyen a részecske a t = 0 id6pontban az sy = 0 helyen, ami legyen

éppen a minimélis médgneses indukciéval biré pont. Ekkor egy késtbbi
id6épontra és poziciéra fenndll ez az egyenlet:

2

mvﬁ(s) mvHO(s)

2
ahol Wy a részecske teljes kinetikus energidja t = 0-kor. Ennek az egyen-

letnek a szadrmaztatasanal felhasznaltuk, hogy v; = v, azaz a Larmor-
sebesség megegyezik a merdleges irdnyt sebességgel. A 12.37 egyenletet

m(“ﬁo +vlg)

+ uB(s) = 5

+ uB(s0) = =Wy, (12.37)
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rendezve a parhuzamos sebességre kapjuk:

oy(s) = j:\/ % (Wo — uB(s)]. (12.38)

Ha az er6vonal mentén valahol pB(s) = W), akkor a parhuzamos se-
bességnek ugyanitt el kell tlinnie. Mivel ez egy instabil helyzet, a részecs-
ke parhuzamos sebességének el&jelet kell véltania és a részecske elindul
visszafelé. Olyan ez, mint amikor egy inga két maximalis potencidlis ener-
gidja pont kozott oszcillal tgy, hogy potencidlis és kinetikus energidinak
Osszege allando.

A mégneses momentum megmaradédsabdl az kovetkezik, hogy ha a
részecske novekvd mdégneses ter(i tartomanyon halad keresztiil, akkor
Larmor-sebességének is meg kell nénie. A megfordulési pontot (ha van)
az jellemzi, hogy a részecske teljes kinetikus energidja a médgneses térre
merdSleges mozgasaban koncentralédik. Tehat a pB(s) = Wy megforduldsi
feltétel csak olyan részecskékre teljesiilhet, amelyek kezdeti (so = 0-beli)
parhuzamos sebessége ,nem til nagy” a mer&leges sebességhez képest,
hiszen a parhuzamos sebbességnek ,el kell fogynia”, mire a részecske a
forduléponthoz ér. Azok a részecskék, amelyek parhuzamos sebessége na-
gyobb a kiiszobértéknél, nem fordulnak vissza, hanem athaladnak a ma-
ximdlis magneses ter(i térrészen.

A maximdlis és minimdlis magneses indukci6 aranyéra kapjuk:

2

Binin Gl
—=. 12.39
Brax < U% ( )

Ha a részecske teljes kezdeti sebessége v, és sebességvektora 6 szo-
get zar be a méagneses er6vonalakkal, akkor v = vgsinf és v, = vgcos®,
amibdl a parhuzamos és merdleges sebességek aranya a 6 szoggel egyér-
telmtien jellemezhet6. Ekkor a kritikus szogre a

Bmin
Bmam

ebefogott = Sin_l (1240)
érték adodik. Az ennél élesebb szogben halad6 részecskék vissza fog-
nak ver6dni a maximalis mégneses indukcidja ponton, az ennél tompébb
szogben halad6k viszont dthaladnak rajta.

Azt a magneses konfiguraciét, amelyben a részecskék az el6bb leirt
moédon csapdazhatok, mdgneses tiikor elrendezésnek hivjuk.
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13. Driftaramlasok II

Ebben a fejezetben visszatériink a driftdramldsokra, mert az egyrészecske
driftek birtokdban az dramldsok djabb részleteit tarhatjuk fel.

Az egyrészecske driftek meghatarozdsandl a Lorentz-egyenlet rende-
zésére két paramétert hasznaltunk: a Larmor-frekvencia aranyéat a tipikus
id6skaldhoz és a Larmor-sugdr ardnyét a tipikus térskalahoz. A driftdram-
lasoknal pedig a kovetkez6 rendezési paramétereink (6. fejezet) voltak: a
ciklotronfrekvencia viszonya a jellemzg id6skaldhoz (67 = (weo - Tskata) 1)
és ugyancsak a ciklotronfrekvencia ardnya ahhoz az id6hoz, ami alatt a
plazmafolyadék megteszi a tipikus térskalahoz tartozé utat (01 = (weo -
Lskdla/ua>71)'

Beldthaté — de most bizonyitds nélkiil adjuk meg —, hogy a korrekt
driftrendezési eljards keretében nemcsak az egyenleteket, hanem a plaz-
ma nyomadstenzorét is rendezniink kell a térbeli rendez6 paraméter, oy,
szerint, és figyelembe kell venniink a J;, rend(i tagokat (de a magasabb
rendiieket nem). Ekkor a nyomadstenzorra a tagokat a rendez paraméter
masodrendéig megtartva az aldbbi kifejezés kaphato:

P = PI+ [Pcqr, — PI]; + [monsusu, + 0], , (13.1)

ahol I az egységtenzor, IT a mar ismert nyirasi tenzor, Pcgy, pedig az tgy-
nevezett Chew—Goldberger-Lowe-nyomadstenzor, ami kifejezi azt, hogy
mekkora a nyomaéskiilonbség a méagneses térrel parhuzamos és arra me-
réleges iranyokban. Szokdsos modon lokdlis derékszogti koordinatarend-
szert felvéve a CGL-nyomas igy irhato:

P 0 0
Pogr =P 1+ (P —-P)zz=( 0 P 0 |]. (13.2)
0 0 A

Itt P, a nyomas mer6leges, mig P a nyomds parhuzamos irdnyt ér-
téke. A merGleges irdnyt nyomads a részecskék Larmor-mozgésaval kap-
csolatos, a parhuzamos irdnyt nyomads pedig a részecskék térrel parhuza-
mos sebbességével. Ebbdl vilagos, hogy a nyomds-anizotrépia csak a drift-
rendezés els6 rendjében, azaz J;, rendben lesz szdmottevd, nulladrendben
nem. A 13.1 egyenletben a jobb oldali harmadik tag 67 rendfi, ezért a drift-
aramlasoknal elhanyagolhat6.

A 13.2 kifejezés indexes irdasmédban a kovetkez6 alak (a tovabbiak-
ban elhagyjuk a CGL megjel6lést, tgyis vilagos, hogy kétindexes nyomaés-
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tenzor esetén a CGL-nyomdsrél van szo):
Pij = P16;j + (P — P1)zi%, (13.3)

amit helyettesitsiink be az anizotrép nyomadseloszlasb6l szdrmazé
driftdramlds-korrekcié kiszamitdsdhoz a 6.4 egyenletbe! A jobb kovethe-
t6ség kedvéért hasznaljuk az indexes irasmodot!

(13.4)

. ExB €1k BrO; P;j
(050); = < > -
o4 B2 l

Ebben a felirdsban az 0, jelolést haszndltuk, hogy nyilvanvaléva te-
gyiik a kiilonbséget u,( 6.4 alatti értékétsl. Foglalkozzunk csak a jobb ol-
dal masodik tagjanak szdmlaléjaval!

QGnch2

ek BrOiPij = e1jk Broi(PLoij + (P — P1)Zi%;)
Kibontva a zardjeleket a kovetkez6 tagokat kapjuk:
(1) 8ljkBk8jPL

(2) 6ljkBkZA’i§jaiP||

(3) EijBkéiZt’jaiPJ_

(4) sljkBkP‘@i(‘)iéj

(5)
(6) ek BrP 2;0i%
(7) ek BrP120:%;

gljkBkPLéié?iéj

A (2)—(3) és a (6)—(7) tagok azonosan nulldk, mert tartalmaznak egy
(2 x B); tagot, ami nyilvdn nulla. Szedjiikk 0ssze a megmaradt tagokat,
térjiink vissza a vektoros irdsmédra és boncoljuk tovdbb a 13.4 egyenlet
jobb oldaldnak masodik tagjat!

V-P,xB
QUnaBQ
VP xB  Fy(2-V)2xB P, (2-V)2xB 135)
qono B2 Gone B2 Gono B2 )
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A jobb oldal elsé tagjanak szintén diamdgneses drift,”® masodik tagja-
nak pedig gorbiileti drift a neve. A gorbiileti drift elnevezést az indokolja,
hogy (% - V)Z nem mds, mint a magneses tér x gorbiiletvektora. Az utolsé
tagot még tovdbb kell boncolnunk, felhaszndlvaa (2- V)2 = —2 x V x 2
azonossagot.

B
mxB:(é-V)ixB:—(éxVxé)><B:—2><V><():

B
. 1 1 pod xB VB
=—ZX BVxB+BxV<B>]: 52 + 5 (13.6)
Foglaljuk 6ssze a kapott eredményt!
~ ExB VPJLXB PUHK}XB
U0 = + -
B2 4ono B? qono B?
PO—J_VJ_BXB PO-J_ JxB
- — B 13.7
QUn0B3 BQ/MO qO'nO'B2 . ( )

A 6. fejezetben megismert polarizdcios driftet is figyelembe véve a
driftiramlas sebességének végleges alakja, amely a rendezési paraméter
linedris rendjéig igaz:

me dugo
q,B? dt

U, | = ﬁa-J_O — x B. (138)

Vegyiik észre, hogy a polarizaciés driftben megtartottuk a nulladren-
dti 6.4 egyenlet alatti értéket, mivel a polarizaciés drift mar elsérendi kor-
rekci6, nem vehetd bele szintén elsérendii tag, mert az mar mdsodren-
dt korrekcidkat eredményezne, és nem lenne rendezésiink konzekvens.
A 13.7 egyenletben a gorbiileti drift utan 4ll6 tényez6 a magneses tér ab-
szolutértékének megvaltozdsabol szarmazo, tgynevezett gradB = gradbé
drift. Az utolsé tagnak nincs kanonizélt neve, leginkdbb bétadriftnek le-
hetne hivni, mert kis plazmabéta esetén (azaz amikor a magneses nyomaés
sokkal nagyobb a kinetikus nyomdsnél) elhanyagolhat6; véges 3 esetén
azonban szerepet jatszik.

A fenti, kétfolyadékképben szarmaztatott driftsebesség kifejezések ér-
dekessége, hogy azok, bar nagyon hasonlitanak az egyrészecske driftekre,
nem szarmaztathatoak az egyrészecske driftek dsszegeként. Ennek oka az,
hogy a nyomas nem értelmezhet6 egyetlen részecskére, és bar a driftek ha-
sonl6 alakdak, mégis més a fizikai tartalmuk.

BEz annyiban kiilonbozik a kordbban megismert kifejezést6l, hogy benne a mer6leges
irAnyt nyomas szerepel. Ez fejezi ki azt a fizikai tényt, hogy a diamagneses drift val6jaban
csak a mer6leges nyomads fliggvénye, azaz fliggetlen a parhuzamos nyomdstol.
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14. Fiiggelék

14.1. A Frenet-Serret-triéder

A jegyzetben sok helyen el6fordult, hogy vektorokat és egyenleteket a
magneses térrel parhuzamos, illetve arra merdleges komponensekre bon-
tottunk. Felbontésaink a jegyzet keretei kozott a levezetést és a megértést
szolgéaltdk, de konkrét feladatok kiszamitdsanél az ilyen ,szimbolikus” fel-
bontédssal nem tudnénk célt érni, mivel mig a magneses térrel parhuzamos
felbontas egyértelmfi, addig a méagneses térre merdleges sikban végtelen
sokféle bazisvektor megadhato.

A Frenet-Serret-triéder vagy mas néven a Frenet-Serret-rendszer egy
olyan ortonormalt bazisvektorokbol 4116 koordindtarendszer, amely illesz-
kedik a magneses geometridhoz, és a térrel parhuzamos és arra merdleges
vektorkomponenseknek konkrét (persze a sok koziil csak egy lehetséges)
értelmet ad.

Parametrizéljuk a magneses tér er6vonalait egy, az er6vonalon valahol
kivélasztott, tetszbleges ponttél az er6vonal mentén mért s tdvolsaggal,
azaz paraméterezziik az er6vonalakat s ivhosszukkal. Ekkor a tér minden
r pontjdban a magneses tér B(s) alakban adott.

Bizonyitds nélkiil megadjuk, hogy ekkor
dr

t=—=12
ds

tangencidlis (a magneses térrel parhuzamos),
dt
f=-d
‘Q
ds

normadlis (a mdgneses térre merdleges),
b=txn

pedig binormdlis (mindkét kordbbi irdnyra merdleges) egységvektorok.
A 14.1. dbra szemlélteti az igy el6allo egységvektorokat. A normalis

irdnyua egységvektor nem mds, mint a magneses er6vonalak gorbiileti egy-

ségvektora:

-V

-V

IS
N>

n= =K.

N>
N>
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Ha a méagneses tér olyan, hogy az er6vonalak egy feliiletben feksze-
nek (ilyen példaul egy axidlszimmetrikus plazmakonfiguracié egyensulyi
magneses tere, 10.4 fejezet), akkor a normalis irdnyt egységvektor (a gor-
biileti vektor) felbonthat¢ a feliilettel pArhuzamos és arra merleges kom-
ponensekre. A parhuzamos komponens neve geodetikus gorbiilet, a merd-
leges komponens neve normdlis gorbiilet. Bebizonyithaté, hogy a geodeti-
kus gorbiilet a felszinre jellemz6 4lland6 (nyilvan a vektor abszolt értéke
csak).

14.1. 4bra. A Frenet-Serret-rendszer

14.2. Vektorszamitas

A kontinuumok fizikdjdban 4ltalaban, igy ebben a jegyzetben is 1épten-
nyomon felbukkannak vektoralgebrai azonossagok, ,triikkos” atalakita-
sok. Az indexes szamoldsmod lényege, hogy a vektorokat és tenzorokat
tartalmazoé kifejezéseket, egyenleteket csak egyetlen komponensre irjuk
fel, ezéltal a vektorokra vonatkozé osszefiiggések tulajdonképpen skala-
rokra vonatkoznak, ami nagyban megkonnyiti kezeléstiket.

Tegytiik fel, hogy van egy hdromdimenzids vektorteriink valamely
szamtest felett, ebben a vektortérben adott egy {e;}, i = 1,2,3 bazis. Ek-
kor a vektortér tetsz6leges v eleme felirhato:

3

V= Zvlei

=1

alakban. A felbontés egyértelm{i és a {v'} szdmharmast a v vektor
{e;} bazisra vonatkoz6 kontravaridns komponenseinek nevezziik. Az elne-
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vezés okdt és matematikai tartalmat konnyen megérthetjiik, amennyiben
megfontoljuk, hogy miként viselkednek az adott v vektor komponensei,
amikor az eredeti {e;} bazisrdl attériink egy masik {f;} bazisra. Természe-
tesen ezen j bazist alkoté harom vektor is a vektortér teljesen ,legitim”
vektora, ezért minden tovabbi nélkiil kifejezhet6k az eredeti {e; } bazisban:

3
fj = Z A;ez
=1

Ugyanilyen alapon, mivel {f;} bazist alkot, az eredeti {e; } bazisvekto-
rok mindegyike felirhat6 ezen Gj bazisvektorok linearis kombinacidjaként:

3
er =Y BIf;.
j=1

Helyettesitsiik be a fenti kifejezésbe az f; kifejtését az {e; } bazisban!

3 3 3 3
j=1  i=1 i=1 j=1

A mésodik egyenl6ség utan allo kifejezés felfoghaté tigy, mint egy li-
nedris kombindcié, melynek kifejtési egytitthatdit a Z?:l BiAz- alakban
adjuk meg. Az is vildgos, hogy ezek a bonyolultnak ttin6 egytitthatok csak
két értéket vehetnek fel: 0-at, amennyiben k # i, illetve 1-et, ha k = i. Ezen
tulajdonsagokkal bir6 kétindexes matematikai objektum nagyon gyakran
el6fordul a szdmolasokban, és Kronecker-delta néven terjedt el a szakiroda-
lomban. Definiciéja tehat:

J 1= .7
% = { 0,i # J.

Ezen jeloléssel: 6} = °_) BjAl. Az el6bbi értelmezésbél vildgos,
hogy a Kronecker-delta a bazistranszformacidk korében az egységelem
szerepét tolti be, ebbdl pedig kovetkezik, hogy B = AL

Eddig tehdt azt allapitottuk meg, hogy az {e;} —— {f;} leképe-
zést az A transzformacié (vagy, ha egy adott reprezentaciéra gondolunk,
mondhatunk transzformdaciés matrixot is) végzi. Most az a kérdés, hogy

amennyiben egy tetszbleges vektort akarunk transzformalni, milyen le-
képezést kell alkalmazni. Az allitds az, hogy ezt a transzforméciét a B
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leképezés szolgéltatja, amely az A inverze. Ezt konnyen beldthatjuk, ha
felirjuk a v vektort a két bazisban:

. ii Yy

{e;} 2 {£)

{1} 25 {7}

Ezek alapjan értelmet nyer a kontravaridns kifejezés, hiszen ez nem je-
lent mast, mint azt, hogy az egyik bazisbol egy masik bazisba val6 attérés
soran egy adott vektor komponensei, a bazisvektorokat transzformalo le-
képezés inverzével transzformalédnak.

Jelen 6sszefoglalénak nem célja a linearis algebra matematikailag pon-
tos kiépitése, inkabb csak emlékeztetni szeretnénk a mar ismertnek felté-
telezett fogalmakra. Ilyen fontos fogalom a dudlis tér konstrukcidja. Egy
adott V' vektortéren értelmezett V' — R linearis leképezések (linearis for-
mak) szintén vektorteret alkotnak, ez a V*-gal jelolt dudlis tér. Ebben a V*
térben is van bazis, amelyben a duadlis tér vektorai kifejtheték. Megmutat-
hat6, hogy amennyiben az eredeti (direkt) térben attériink egyik bazisrol
a mésikra (az A-val), ennek a ,mozgasnak” a dudlis térben is van képe,
am ezt a B valdsitja meg. Egy duadlis térbeli vektor komponensei ennek
megfeleléen az A-val transzformdlédnak baziscsere esetén. Euklideszi vek-
torterekben értelmezett a skaldrszorzat és a norma fogalma, ekkor megmu-
tathat6, hogy létezik egy kolcsondsen egyértelmii leképezés (izomorfiz-
mus) az szoban forgé euklideszi vektortér és dudlisa kozott, azaz minden
vektornak megfeleltethet6 egy dudlis vektor, tehat a vektortér egy bazi-
sdhoz tartozik egy dudlis bazis, amelynek az izomorfizmus alapjan van
képe a vektortérben. Ilyen értelemben barmely vektornak definidlhatok a
kontravaridns komponensei mellett a kovaridns komponensei is. A kétféle kom-
ponensek kozotti kapesolatot a g;; = e;-e; fundamentalis métrix (metrikus
tenzor) adja meg: v; = Z 9ijv’ . Az el6bbiekbdl vilagos, hogy ortonormalt
bazis esetén g;; = dyj, ezert a kovaridns és kontravaridns komponensek
azonosak! A tovabbiakban nem fogunk fels6 és als6 indexeket hasznélni,
amivel feltessziik, hogy vektoraink ortonormaélt bazisokban vannak meg-

2z

adva. Képleteink egyszerfisitése okan a tovdbbiakban alkalmazni fogjuk
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az un. Einstein-konvenciét, mely szerint szorzatokban el6fordulé azonos
indexekre (néma indexek) automatikusan dsszegziink és kiilon nem jelol-
jik az 0sszegzést. Példaul két vektor skaldrszorzata:

VU = U955 = Viuj0i; = Vil (E E viui> .
i

ortonormalt bazisban

Itt azonnal megjegyezziik, hogy a Kronecker-delta, amint az a fenti
képlet harmadik egyenlésége utan lathat6, gy viselkedik, mint egy in-
dexcseréld operdtor — j — i indexcserét hajt végre az u; komponensen. Ezen
tulajdonsagat az indexes szdmoldsok soran gyakran kihasznaljuk.

Foglalkozzunk a tovdbbiakban haromdimenzits, valés szamtest fo-
16tti euklideszi terekkel, jeloljiik ezt R3-ell Ezen vektortérben, a vektorok
Osszeaddsa mellett definidlhat6 az an. vektoridlis szorzat, melynek eredmé-
nye szintén eleme R3-nek. Ez a R3 x R3 — R3 leképezés bilinedris, anti-
kommutativ, disztributiv, nem asszociativ és teljesiti a Jacobi-azonossagot.
Az ilyen tulajdonsagu {R?3, + ,x} vektortereket Lie-algebraknak is szok-
tdk nevezni. Nézziik most, hogy miként jarjunk el, amennyiben szeretnénk
kiszamitani egy vektoridlis szorzat komponenseit az {e;}, i = 1,2,3 bazis-
ban!

€1 e€e2 €3
uxv=det|ug us ug|=
V1 V2 U3

= (U2U3 — U3U2)el — (uwg — U3U1)ez + (Ul’Ug — U2U1)93.

A vektorialis szorzat ezen kiilonleges antiszimmetrikus tulajdonsé-
ga lehetévé teszi, hogy az egyes komponenseket az tn. Levi-Civita-
szimbélum (mds néven teljesen antiszimmetrikus tenzor?®) segitségével
kompakt alakban irjuk fel:

[u X V]; = €;jKu;vg, (14.1)
ahol

+1,hai, j, kaz 1, 2, 3 szdamok paros permutacidja
gijk = § —1,hai, j, kazl,2, 3 szdmok paratlan permutécidja
0, ha barmely két indexe megegyezik.

*Valéjéban a Levi-Civita-szimb6lum nem is igazi tenzor, hanem pszeudotenzor, ugyan-
is a —1 Jacobi determindnsu ortogondlis transzformaciék (forgatas + tiikrozés) hatdsara
—1-szeresére valtozik. Ugyanezen okndl fogva szoktdk a vektorszorzatot magat is pszeu-
dovektornak nevezni.
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A Levi-Civita-szimb6lum kapcsolatba hozhaté a Kronecker-delta
szimb6lummal. Ez az 6sszefiiggés gytimolcsozben :alkalmazhaté azokban
az esetekben, amikor kétszeres vektorszorzatokat kell kiszamitanunk

0it  Oim  Oin
€ijkElmn = det 5jl 5]' 5j = (14.2)
Okl Okm  Okn

= 0i1(6jmOkn — indkm) — 0im (8;10kn — Iindk1) + 6in(0j10km — OjmOn)-

Ezen &ltaldnos alak nagymértékben egyszer{isithets, amennyiben egy,
kett6 vagy akar mindhdrom indexét dsszeejtjiik. Az olvasé gyakorlaskép-
pen ellendrizheti az alabbi allitasokat:

€ijkEkim = 0i0jm — Oim0ji, (14.3)
Ejmn€imn = 25@']'7
€ijkijk = .

Ezek utan térjiink at a fentiek alkalmazdsara! A (14.3) Osszefiiggést
kamatoztassuk a kett6s vektorszorzat kiszamitdsanal!

ax(bxc) = ?
[ax (bxc), = eijjkacrmbicm = ijrErimabicm
= (6a0jm — Oim0j1)ajbicm = bi(ajc;) — (ajbj)c
— b(a-c)—(a-b)c

Most nézziik, miként miikodik az indexes szdmolasi mod differenci-
aloperatorok esetén! Felhaszndljuk, hogy formalisan egy vektor rotdcio-
ja felirhat6 a rotv = V x v alakban, amivel azt jeloljiikk, hogy a rotécié
algebrai tulajdonsdgai azonosak a vektoridlis szorzatéval, azzal a fontos
kiilonbséggel, hogy a rotacié tartalmaz differencidlédst. Egy vektor rotéci-
6janak i-edik komponense tehét ¢;;,0;v;. Szamitsuk most ki egy vektor
rotacidjanak rotaciojat!

Vx(Vxv) = ?
VX (VxV)], = €k0iekmOvm = €ijk€rimiO0vm
= (5il5jm — 6im5jl)8j8wm = 87;(8]-11]-) — (8j(9j)v@-
— V(V-v)-V?v (14.4)

A fentiekben kihasznaltuk, hogy a v vektor minden komponensének
mindeniitt 1étezik a derivéltja és az folytonos, azaz igaz a 0;,0;f = 0;0;f
Young-tétel.
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Végiil lassunk még egy nagyon hasznos példat! Indexes frdsmédot
hasznalva mutassuk meg, hogy fenndll a kbvetkezd azonossag!

Ax(VxB)+Bx(VxA)=V(A-B)—(A-V)B—-(B:-V)A (145)
Az egyenl6ség bal oldala indexesen:

€ijkAj€kimO Bm + €ijk BickimO1Am
= (0i0jm — 6imbj1) AjO1 By + (8510 jm — 6imbj1) BjO1Am
= AjOiBj + Bj0iA; — (A;0;)Bi — (B;0;) A;
= 0i(4;B;) — (4,0;)B; — (B;0;)Ai —

. V(A-B)—(A-V)B— (B-V)A.

A hidrodinamika alapegyenletében, a Navier—-Stokes-egyenletben a
konvektiv derivéltban fellépd nemlinedris tagot gyakorta szoktak atala-
kitani a fenti azonossag segitségével. Legyen most A = B = v (v = az
aramlasi sebesség)! Ekkor:

2.-vx (Vxv)=V(H?) —-2-(v-V)v.
(v-V)v= V(v;) —v X Q. (14.6)

14.2.1. A leggyakoribb vektoralgebrai azonossagok

Ebben az alfejezetben Osszefoglaljuk a legfontosabb és leggyakrabban
hasznalt vektoralgebrai azonossagokat.

Ax(BxC)=B(A C)-C(A-B)
A-BxC=AxB-C
A-BxC=BxC-A
V- -WA)=9yV-A+A-Vy
V.- (AxB)=B-VxA-A -VxB
(VB)-A=Ax(VxB)+A-VB
V(A-B)=Ax(VxB)+A-VB+Bx (VxA)+B-VA
VxVxA=V(V-A)-V?A
V-VxA=0
Vx V=0

131



A DERIVALTOPERATOR NEHANY REPREZENTACIOJA

14.3. A derivaltoperator néhdny reprezentaci6ja

1. Descartes-koordindtarendszerben: a koordinatak {z;y; z}

99 .0
v_<x8x’ y@’ zaz>

2. Hengerkoordindta-rendszerben: a koordinatdk {r; ¢; z }

v [:0.00 .0
—\"or rog¢’ “92

3. Gombi koordindtarendszerben: a koordinatdk {r;6; ¢}
o (2. 00 4 o
U or’ 108’ rsinf 0¢

14.4. Képletgytijtemény

Itt 0sszegytijtottiik a plazmafizikdban leggyakrabban el6fordulé mennyi-
ségek kifejezéseit, jellemzd értékeikkel egyiitt. A jellemz6 értékek kiszami-
tdsandl a termonukledris fzidés plazmakndl a jelenlegi kisérletekben tipi-
kusan eléforduld T, = T; = 100 eV hémérsékletet, n, = 109m =3 elektron-
stirtiséget és 17T méagneses indukciot feltételeztiink.

— Debye-hossz
1 1
%2,

(e

|eokT, T,
Apoe = | 222 — 74105 | == [m] = 23 uim.
Nooqs oo

— Elektron Larmor-sugér

Te € — €
7\/“/7” =24-10 o VT

|weel B

ahol

TLe = [m] = 24 um.

—Ion Larmor-sugar

T, /m; AT
VETmi o - VAT

—— [m] = 1,4 mm.

|wci| B\/Z
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— Elektron plazmafrekvencia

2
Wpe = Nede _ 57y/ne [Hz] = 180 GH=z.

€0Me

—Ion plazmafrekvencia

2
gy Zne
wpszgomi = 1,34/ ) [Hz] = 3GHz.

— Elektronciklotron-frekvencia

2B

€

|wWee| = =1,8-10"B [Hz] = 180 GH z.

— Ionciklotron-frekvencia

Zq.B ZB
= —95.10"22 [Hz| = 50 M Hz.
m; A

|Wci‘ =

— Elektron termikus atlagsebesség

2T, m m
=/t =59 100 VT [ 100 2,
v o~ 5,9-10 S = 6-10 S

— Ion termikus atlagsebesség

T,
o = ) 22— 14104 /Ti /A [%] —10° 2

m; S

— Ionhangsebesség

7

¢y = ’i —9,8-10%\/T,/A [T} — 7.10" %

S

— Alfvén-sebesség

B Z m m
=2 —22.10%B,/ [7] 5.100
va N An, Ls s
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14.5. Egyenletgyt{ijtemény

Kétfolyadék-egyenletek

%_‘_v'(nﬂua)zo
7W%%%:%%@+uﬁdﬂ—W%—Rm
d P,

Sle_y

dt n2

MHD-egyenletek

dp B
E‘FV'(pU)—O

ouU
p<m4JLVU):JxB—vcme
E+UxB=1nJ
d PMHD

dt  p7

A Maxwell-eloszlas

N/2
Mg
f(X,V,t) = Ng <27TI€T > exp (—mg(v - u0>2/2HT‘7)

A Maxwell-egyenletek

OB
D ———
V x 5

OE
VxB= 50Uy —
Mozn 4oUs 1 [0€0 En
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Diszperzi6s relaciok

Elektron plazmahullamok

kT, 0
w? = w:?)e + 3k272
Ionakusztikus hulldmok
k22 KT
2 s 2 20
=——>_- +3k
VTN N T

Elektromégneses hulldmok
w? = wf, + k2c?
Kompresszios Alfvén-hullamok

w2 = k2v?4 + kicg

Nyirasi Alfvén-hulldmok

2 k%%
w® = T k‘ic2/w§e Be € me/m;
w? = 204 (1 + k2 p?) Be > me/m;
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