A 3D —s harmonikus oszcillator és az impulzusmomentum

Az elméleti fizikéban....ide kell irni egy kis bevezetot....

Tekintsilik a kdvetkezd 3D-s oszcillator potencialt:
_ r?
V(F) =V0[?—1] r<rR (1)

ahol Vo a potencial mélysége, R karakterisztikus hossz, amelyen beliil a potencial kifejti hata-
sat (pl.: atommag sugara). A potencial jellegébdl fakaddan centrélis potencial, ezért invarians
a térbeli forgatasra, ennek kovetkeztében a rendszerben az impulzusmomentum megmarado
mennyiség. Ennek kvantummechanikai kovetkezménye, hogy egy ilyen potencialban mozgo
részecske lehetséges allapotai jellemezhetdk az impulzusmomentum operator | sajatértékeivel.
Tekintslink egy s=1/2 spinii fermiont, amely az (1) képlettel jellemzett potencialban mozog. A
részecske lehetséges sajatallapotait és az energiaspektrumat nemrelativisztikus esetben az
idofiiggetlen Schrodinger-egyenlet hatarozza meg:

HY(r)=E¥(F) (2a)
2 2
A=t o) @)
2m R
ahol m a részecske tomege. A (2a) egyenletet némileg atrendezve a kdvetkez6t kapjuk:
\ 2m r? |y
Al{I(r)+h—2|:E+VO _VO ?}‘P(r)= 0 (3)

A kélesonhatast jellemzd potencial csak az r’-tél fiigg, amely Descartes-koordinatakkal kife-
jezve r? =x* +y? +z? alakba irhato. Ebbdl viszont explicit médon leolvashato, hogy a po-
tencial koordinatanként szeparalhaté sszegként irhaté fel V(F)=V(x)+V(y)+V(z). Mivel a

Hamilton-operator tobbi komponense szintén koordinatankét szeparalhato, igy a sajatfiigg-
vény szorzat alakban szeparalhato:

‘I’(I_’)= (Pl(xl)(PZ (Xz )(Ps(xs) 4)

ahol x1, X2, X3 rendre X, y, z. Miel6tt a szorzat alakban felbontott sajatfiiggvényt alkalmaz-
nank, egyszerlsitsiik a (3) egyenletet:

Axp(r){i_\?o ;—Z}P(‘F 0 ©)

ahol k = ;—T(E + VO), \70 = il—mvo. Az (5) egyenletbe behelyettesitjiik a (4) kifejezést, majd

2

az egész egyenletet osztjuk a teljes sajatfiiggvénnyel, akkor egy olyan egyenletre jutunk,
amelynek komponensei mas-mas koordinatakat tartalmaz, de formalisan azonos alaktiak

5 1 dz(Pi(Xi)_"'X_i2 T
R ©

A Kkapott egyenletnek értelemszertien akkor lesz megoldasa minden Xx; értékre, ha a bal oldali
szumma minden tagja konstans. Ezzel egy koordinatak szerinti egyenletrendszert kapunk,



amelyben az egyenletek kozotti csatolas csak a konstansokra vonatkozé additiv feltételben

nyilvanul meg:
2 -~ ~
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:|(pi(xi):O =123 (7a)
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ahol a konstansok praktikus paraméterezése Ei = Z—T E.. A (7a) egyenletek (koordinatik sze-
h

rinti) fliggetlensége azt eredményezi, hogy a centralis oszcillator felfoghat6 gy is, mint a
megfeleld koordinatairanyokban 1év6 harom fliggetlen linedaris oszcillator 6sszege. Igy a meg-
oldas felé vezetd 1€pések visszavezethetok az egydimenzids oszcillator problémaéjara.

Az egydimenzios megoldas egyik lehetséges modszere a Sommerfeld-polinom modszer. Eh-
hez célszeri a (7a) egyenletet atalakitani gy, hogy az xi valtozd helyett attériink az

~ \1/4
o =X (R_Oz] valtozora, ekkor a (7a) a kdvetkezd alakot 6lti:

o) o) -0 ®
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ahol k;, = /\R~/—ki. A Sommerfeld-modszer 1ényege, hogy a (8) egyenletnek az o, >>Kk;
0

aszimptotikus tartomanyban megkeressiik a megoldéasat, majd a teljes megoldast ezen aszimp-
totikus megoldas és egy véges fokszamu polinom szorzataként allitjuk el6. Els6 1épésben old-
juk meg az aszimptotikus egyenletet:
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A (9) altalanos megoldéasa a modositott Bessel-fliggvények szerint allithato eld:

(P?(ai):A\/a_ili(%ain+B\/O‘_iKi£%O‘i2j (10)

a konkrét megoldashoz természetesen rogziteni kell a peremfeltéteket. Mivel most aszimpto-
tikus tartomanyban vagyunk, csak a végtelenre vonatkoz6 feltételt rogzithetjiik, amely termé-
szetesen az lesz, hogy a megoldasnak regularisnak kell lenni. Mivel az In(x) els6faji modosi-
tott Bessel-fliggvény a végtelenben divergens, a kivant feltétel csak akkor teljesiilhet, ha A=0.
Szokas a Kn(X) Bessel-fliggvényt sorbafejteni (Abramowitz, 378 0.):

1, 4n’—1 (4n*-1)4n>-9)
K, (x) Nk (1+ v 26x) +J

(10)

Mivel nagy argumentumu tartomanyban vagyunk csak a nullad rendi tagot tartjuk meg, akkor
ezzel a kozelitéssel az aszimptotikus megoldas az irodalomban hasznalatos alakban irhato fel:

.

goia(ai)z B-e?2 | (11)



A (11)-ben szereplé B normalasi faktor tartalmazza a sorfejtéssel jard konstans jarulékokat is!
A teljes megoldas probafiiggvényét ezek alapjan felirhatjuk, mint
1

¢, ()=B- o 2% f, () (12)

ahol fa(x) egy ni-ed fokt polinom, amelyet a tovabbiakban meg kell hataroznunk. Ehhez nem
kell mast tenniink, mint hogy a probafliggvényt visszahelyettesitjiikk a (8)-ba, ezzel az fn(X)
polinomra vonatkozoan kapunk egy egyenletet

talo) , Male) g e
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Ezen leirasban nem részletezett szamitasokkal belathato, hogy a polinom csak abban az eset-
ben lesz regularis, ha teljestil a
k, =2n, +1, ahol n, =01,2,3,... (14)

feltétel. Ezzel a feltevéssel a (12) egyenlet a

dz-l:n»(OLi) d‘I:n-(OLi)
o 20— +2n,f, (o;)=0 (15)

alakra hozhat6, amely nem mas, mint az Hermite-differencialegyenlet, amelynek megoldasai
aH, (o, ) Hermite-polinomok. Ezzel a (8) egyenlet teljes megoldasa

1,

¢, (@)=B-e?"

a keresett energiaspektrum (sajatérték) a (14) kifejezésbol kaphatdo meg, ha kihasznaljuk a ki

crer

) Hni (al) 1 (16)
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és o= Rg L . Természetesen ezek az eredmények csak az egyik koordinata szerinti oszcil-
latorra vonatkoznak, a teljes megoldashoz a (7) egyenleteket kell figyelembe venni, valamint
a (4) szeparaciot, ezek alapjan a 3D-s oszcillator sajatfiiggvénye

12, 2, 2
(a +ay+az)

‘Pnnn (X y:Z ) N-e 2 'an(ax)'Hny(ay)'an(az) ' (18)
mig a megfeleld sajatérték
3
Eonpn, = hw(n + EJ -V, aholn=n, +n, +n, (19)

Az energia-sajatértékekbdl leolvashatd, hogy a sajatallapotokat az n érték jellemzi, ebbdl vi-
szont kovetkezik, hogy egy adott n értékkel jellemzett energia-sajatallapot degeneralt, hiszen
az kiilonb6zo nx, ny, és nz értékekbdl allithatd eld, amelyekhez mas-mas hullamfliggvény tar-
tozik. Az egy adott n-hez tartozé degeneraciok szama

(20)

1
E(n +1)n + 2)—sm—> (N +1)n +2),

a spin arra utal, hogy fermionokra vonatkozoélag a kétféle spinfiiggvény miatt egy energia-
sajatallapot duplan degeneralt (Pauli-elv).



Az eddigi szamitasok soran a sajatallapotokban és a sajatértékekben explicit médon nem je-
lent meg az impulzusmomentum, holott arrél beszéltiink, hogy ez jol jellemzi a rendszert,
mert megmaradd mennyiség. Ahhoz, hogy erre vonatkozolag tudjunk valamit mondani, vissza
kell térniink az (5) egyenlethez. Az el6z0 szakaszban ezt az egyenletet a sajatfliggvény Des-
cartes-koordinatak szerinti szorzatfelbontasa alapjan oldottuk meg, viszont tudjuk, hogy az
impulzusmomentum a térbeli forgatasokkal van kapcsolatban, ezért praktikus a hullamfiigg-
vényt gombi koordinatarendszerben felirt alakjaban keresni.
Tudjuk, hogy a potencial gogmbszimmetrikus, ezért a hullamfiiggvényt a szokasos
o Ri(r

Wi (F) = #Ylm (9,0) (21)
formara alakithatjuk. Mivel az Yim gdmbfiiggvények az L? operator sajatfiiggvényei, igy az
altalunk keresett rendszer hullamfiiggvényében mar explicit médon megjelent az impulzus-
momentum | kvantumszama, igy a (21) nem mas, mint a rendszer | impulzusmomentummal
jellemzett sajatallapota. Ha a (21)-ben alkalmazott probafiiggvényt behelyettesitjiik az (5)
kifejezésbe a kdvetkez6t kapjuk:

Rﬁ m Rﬁ m T v r2 Rﬁ m
Ar(ij. + A (Y ){k—v@hw =0, 22)

ahol a Laplace-operator also indexe arra utal, hogy mely valtozokra vonatkoz6 derivaltakat
tartalmaz. A kapott egyenletben a szogfiiggd derivaltat tartalmazdé komponens a rotator

egyenletének segitségével kifejezhetd, hiszen Ay Y™ = L I(1+1)Y", igy a (22) a

r2

Rilom [z W0+ & r° IRz om
Ar(Tle +{k V, } . Y"=0, (23)
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alakot 6lti, ahol az Yim gombfiiggvény csak, mint szorzotényezé szerepel, ezért egyszerisithe-
tiink vele. Meg kell emliteni, hogy egy adott | momentumhoz 2I+1 kiilonb6z6 m érték tarto-
zik, tehat az | kvantumszammal jellemzett allapot is degeneralt (m szerint).

A tovabbiakban vizsgaljuk a radialis hullamfliggvényt, ha kifejtjiikk a Laplace-operator radialis
komonensét, akkor a kdvetkezot kapjuk:

d’R. [~ I(1+1) & r?
—z’”{k—( )_Vo_z}Rﬁ:O’ (24)

dr r’ R

ahol a potencialnak az I(I+1)-t6] fiiggd tagja nem mas, mint a centripetalis potencial. Ahhoz,

hogy a radidlis egyenletet konnyebben megoldhassuk vezessiik be a & = r\/ﬁ dimenziotlan
valtozot, amellyel a fenti egyenlet az alabbi alakba irhato:

d’R- I(1+1 V,

Az egyenlete szerkezete ebben a formdban még nem azonosithatd valamilyen specialis egyen-
lettel, ezért végezziink el még egy valtozocserét: z = \/Biz , ha ezt megtessziik az egyenlet az

alabbi formaba irhato:

d’R- 1 1(1+1) 1
i - ~Z|R. =0 .
dz? J{4\/Ez 47* 4} " (26)




Az igy kapott egyenlet pedig nem mas mint a Whittaker-egyenlet, amelynek az altalanos alak-

ja a kovetkezd
2
d’F {E+!l/4—v ?—E}F:O,

dz2 |z z? 4 (27)

amelynek megoldasa a Whittaker-fiiggvények kombinacidja, azaz a mi esetlinkben a (26) alap-
jan ez a kovetkezot jelenti (a megfeleld paraméterek azonositasa mellett):

Ri(z)=AM, (Vbe? )]+ BW, (Vbe?} ahol
1 eyl : _1
=g & v—41/1+4 1(1+1) 4(2|+1),

(28a)
(28b)
az M és W fiiggvények az un. Whittaker-fiiggvények, amelyek kifejezhet6k, a konfluens

hipergeometrikus fiiggvénnyel (M(c,d,x)) és a Kummer-fiiggvénnyel (U(c,d,x)) (ld.
Abramowitz, 505.0.):

MuV(Z)} ELPRE {M(C,d,Z)
=e 2272 . , ahol 203
W, (2) u(c,d,2) (292)
C=l+v—u
2 (29D)
d=1+2v

A mi esetlinkben a megoldas ¢ és d paraméterei a (26) alapjan a kovetkezok:

1,1
c= (2| +1)— F (30a)
d=1+7 (2| +1) (30Db)
z =+/bg? (30c)

A (29) kifejezésekkel definialt megoldasok altalanos fliggvények, amelyeknek feltételektdl
fiiggéen léteznek specialis megoldasaik, ezek koziil kell kivalasztani az adott problémanak
megfelel6t. Jelen esetben a lehet6ségeket jelentdsen sziikiti egyrészt, hogy a (26) megoldasai
kétindexes fliggvények, viszont a keresett (25) egyenlet megoldasa csak egy indexet tartal-
mazhat, ezért ebben az esetben csak az egyindexes fliggvények megfeleléek, masrészt a (30c)
szerint az argumentum a valtozd masodrendli hatvanyat tartalmazza, ezért olyan fiiggvény
kell, amely argumentuma a valtozot ennek megfelelden tartalmazza. Még az emlitett kikote-
sek mellett is tobb fiiggvény all rendelkezésre (Id. Abramovitz 510.0.), amely nem meglepd,
hiszen a peremfeltételekre valo illesztést még meg tenni. A peremfeltételek szerint végtelen-
ben regularis és nulla helyen nulla értékii fliggvény sziikséges. Az elmondottak alapjan csak
egyetlen specialis megoldas marad, amely minden emlitett feltételt teljesit, az ennek megfele-
16 paraméterrogzités (indexrdgzités):

~ -~ 1 1 1
c=—N=>-n==+=21+1)—-—
2 4( ) 4o (31a)
1
d== 31b
5 (31b)
1, (31c)
==
2y



ahol leolvashato, hogy mar csak egy index az N maradt meg, mig a valtozé kvadratikusan
szerepel az argumentumban, az ehhez tartozo megoldas az Hermite-polinom lesz:

o1y 1, -
M(a,b,z):m(—ﬂ Hzﬁ[gy J ahol N =012,3.... (32)

A Kkapott megoldashoz természetesen a (26) szerint a B=0 kell valasztanunk. A radialis meg-
oldasban szereplé N kvantumszam kapcsolata az 1 impulzusmomentummal és az energiat jel-
lemz6 n kvantumszammal a (31a) egyenlettel konnyen meghatdrozhato. Miel6tt ezt megten-
nénk érdemes a (31a) b paraméterét kifejezni, ehhez felhasznaljuk a (8) és (17) kifejezéseket,

a végeredmény:
2
1 = 4(n + Ej . (33)
b 2

Ha a (33)-t behelyettesitjiik a (31a)-ba, majd néhany 1épésben egyszerisitjiilk az egyenletet,
akkor a kovetkez6 Osszefliggést kapjuk a kvantumszamok kozott:
~ n-I
n=——.
2 (34)

Viszont a (30)-bol tudjuk, hogy az n értéke nullatol skalazodik, nekiink azonban az atomfizi-
kahoz hasonlatosan jobb lenne (fékvantumszam), ha 1-t61 skalazodna a radialis kvantumszam,
ennek megfelelden vezessiik be az n, =N +1 kvantumszamot, ezzel a (34) a kovetkez8képpen
modosul:

n, = T +1, (35)
amely mar valoban az irodalomban szokasos 0sszefiiggés a kvantumszdmok kozott.

Felmeriil a kérdés, hogy ha egy adott rendszer allapotainak két kiilonboz6 leirasi modja is
l1étezik, akkor hogyan lehet kozottiik kapcsolatot teremteni? Mas szavakkal, ha adott egy n
kvantumszammal jellemzett allapot, akkor ebben az esetben milyen | kvantumszamokkal jel-
lemzett allapotok valosulhatnak meg?

A kérdés megvalaszolasdhoz az allapotot leird hullamfliggvények tulajdonsagat kell figye-
lembe venniink. Az els6 és talan a legfontosabb szempont a tértiikrozéssel szembeni viselke-
dése az allapotnak, azaz a paritas (P), ugyanis ezt a tulajdonsagot leirasi modtol fliggetlentil
kell hordoznia a hullamfiiggvényeknek. El0szor vizsgaljuk meg egy n allapot viselkedését a
tértiikrozéssel szemben. Ekkor a hullamfiiggvény a (18)-nak megfeleld alakba irhato

an (_OLX)Hny (_Oty)an(_O('z) J (36)

_ Lo2+a2+a?)

1
P¥, .0 (X,Y,2) =W, , . (-X-y,~2)=Ne 2

n,n

ahol kihasznaltuk, hogy az «, fiiggvények a Descartes-koordinatak linearis fliggvényei, vala-
mint, hogy az exponencialis komponens invarians a tiikrézésre. Az Hermite-polinomok tiikro-
zési tulajdonsaga viszont ismert: H, (—x)=(~1)"H, (), ezt felhasznalva a (36) kénnyen kiér-
tékelheto:

. Haz+alva?)

PY, . . (x,y,2)=(=1)""""" Ne 2

n.nyn,

H, (o )H, (o, H, (o,)= (37)
= (_ l)n anXnynZ (X1 Y, Z)



A kapott eredménybdl latszik, hogy az oszcillator allapot paritas-sajatallapot is, tehat egy n
energia-sajatallapot paritasa (-1)". Most vizsgaljuk meg egy | kvantumszammal jellemezett
allapot paritasat, ehhez a (21) hullamfiiggvényt kell vizsgalnunk:

Sy (o o Rir)um R,(r)um -

P (1) = - 1)= R0 )= (1) B0, )= (1), ) @)

— *lIm r

ahol az r valtozé invarians a tértilkr6zésre, mig a paritds hatasa a gOombfiiggvényre
PY™(9,9)=(-1)'Y"(9,¢). Miutan azt allapitottuk meg, hogy egy n kvantumszammal jellem-

zett allapotban csak olyan | allapotok valosulhatnak meg melyeknek a paritasa azonos, ezen
kvantumszamok kozott a (37) és (38) alapjan definialhatunk egy kivalasztasi szabalyt, mely

szerint:
(-1 =(-1) . (39)

Az adott n-hez tartozo tényleges | értékeket az allapot degeneracids szamabol hatarozhatjuk

meg. Legyen egy n allapotban Iy I2 I3 stb. impulzusmomentummal jellemzett allapot, ekkor a

kvantumszdmok szerinti degeneracios szdmoknak meg kell egyezniiik, azaz
(n+1)(n+2)=2[(2l, +1)+ (21, +1)+ (2, +1)+...] . (40)

Az eddig megallapitottak alapjan nézziikk meg konkrét esetben, hogy adott n palydhoz milyen
lehetséges | momentumok tartozhatnak: legyen n=0, ezen a palyan a degeneracié alapjan 2
részecske lehet, a (39) feltétel értelmében az impulzusmomentum lehetséges értékei
1=0,2,4..., viszont a (40) miatt csak az I=0 valosulhat meg, hiszen ennek a degeneraltsaga mar
kimeriti az adott feltételt. Az n=1 palyan 6 részecske lehet, a paritas -1, ezért csak paratlan |
értékekbdl valaszthatunk, I=1 esetén a degeneracio 6, ezzel megint kimeritettiik a (40)-et. Az
n=2 palya paritasa +1, degeneracidja 12, igy az | értékei csak parosak lehetnek (és nulla): ha
I=0 akkor ebben az allapotban 2 részecske lehet, de még van tiz ,,hely”, amelyet az =2 mo-
mentumu allapot be is tolt a 10-es degeneraltsagaval. Ezek alapjan mar lehet latni az n és a
hozza tartozo | kvantumszamok rendszerét, amelyet az 1. tablazatban foglalunk Gssze. A 2.
tablazatban (35) Osszefiiggés alapjan az ny radialis kvantumszam ¢és az 1, n kvantumszamok
szisztematikajat mutatjuk be.

1.tablazat. Az egyes n palyakhoz tartozo | impulzusmomentum értékek

0

1

2

3

4

0

1

0,2

1,3

0,2,4

1,35

2.tablazat: Az nr radialis kvantumszamok rendszere

n | Ny
0 0 1
1 1 1
2 0 2
2 1
3 1 2
3 1
4 0 3
2 2
4 1
5 1 3
3 2
5 1







