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1. HATASKERESZTMETSZETEK

A jelen fejezetben Osszefoglaljuk a reaktorfizikai szdmitdsokban felhasznalt
hataskeresztmetszetek és a veliik Osszefiiggd mennyiségek (szorasi magfiiggvények,
csoportallandok stb.) eredetét és eldallitasdnak a modjat.

1.1. Evalualt hataskeresztmetszetek

Még kidolgozando!!!



1.2. Rugalmas szoérasi magfiiggvények a lassulasi tartomanyban

A reaktorfizika elemeiben [Brf] meghatdroztuk a rugalmas szordsi magfiigg-
vényt a tdmegkdzépponti rendszerben izotrop szords esetében:
2

Zso(E’aE)zﬁ, ha  aE' <E<E (12.1)

A-1)
a=|——| .
A+1
A (12.1) alatti feltételnek eleget nem tevd E-re (vagyis amikor E < oE" vagy E>E") a
magfiiggvény 0. A gyakorlat igényeit is kielégitd reaktorfizikai szamitdsokban ez a
magfiiggvény kevés, mert elengedhetetlen a szordsi anizotropia kelld részletességgel
valo leirasa. Ebben az alfejezetben az ezzel kapcsolatos ismereteket foglaljuk dssze.

Emlékeztetiink ra, hogy a (12.1)-ben felirt magfiiggvény fizikai jelentése sze-
rint X, (E "> E )dE annak a rugalmas szérasnak a hataskeresztmetszete, amelyben a

ahol

szorodas eldtt £’ energiaju neutron szorddas utani energidja az (E, E+dE) interval-
lumba esik — feltéve, hogy a szdras a tomegkozépponti rendszerben (TKR) izotrop. A
szOras a laboratoriumi rendszerben (LR) mindig anizotrop, amit legegyszeriibb a neut-
ron szorddas eldtti és utani sebességének iranyat is kifejezd magfiiggvénnyel leirni:

I(E'— E.QQ')EIQ = 2 (E' — E, 1 )AEAQ (12.2)

)’ sebességiranyu neutron szorddas utdni energidja az (E, E+dE) intervallumba, se-
bességiranya pedig az Q koriili dQ térszogbe esik (vo. 12.1. dbra). Ezt a magfiigg-
vényt eleve annak figyelembevételével irtuk fel, hogy nem fligg kiilon-kiilon a két
sebességiranytol, hanem csak az altaluk bezart 0 szogtol.'

My = COSH = QO

E'
[ ] >
Q' .,
neutron sz0r6 mag

12.1. abra. Neutron szorodasa a laboratériumi rendszerben

1.2.1. Altaldnos megjegyzések

Jollehet a neutronszéras kvantummechanikai jelenség, a reaktorfizikdban ezt
legfeljebb csak a termalizacié targyaldsakor vessziik tekintetbe, amikor a (12.2) sze-
rinti magfiiggvény az adekvat formalizmus. A lassuldselméletben mindig elhanyagol-
juk a kvantummechanikai eredetli hatarozatlansagot. (Néha a termalizacidé elméleté-
ben is alkalmazzuk ezt a kozelitést.) Ekkor viszont (12.2)-vel szemben komoly ellen-
vetés, hogy a szorasi magfliggvény csak formalisan fligg kiilon-kiilon E-t0l és z4-tol.

! Kivételek — példaul — az egykristalyok, de ezek reaktorfizikai szerepe nem szamottevé.



A reaktorfizikai elemeibdl [Brf] ugyanis tudjuk, hogy adott £’ mellett E kiszamithatd
az

E 1

—=—|l+a)+{l-a 12.3

£ v a)e (-] (123)
képlet alapjan, ahol g a szorési szog koszinusza TKR-ben. 1 és u kdzott az alabbi

Osszefiiggés all fenn [Brf]:
Ap, +1

Ho = > :
VAT +2A4u, +1

A 12.2. abran bemutatjuk ezt a fliggvényt a szo6r6 mag 4 tomegszdmanak néhany ér-
tékére.” Lathato, hogy ez szigortian monoton novekvd fliggvény, amelynek ennél fog-
va létezik az inverze:

pi =1+ poy A° + pg —1 (12.5)

A

(12.4)

He =

E' és up fiiggvényében tehat £ egyértelmiien kiszamithatd, vagyis a szorasi magfligg-
vényt 2(E', 1) alakban kell felirnunk, amely uo szerint valdésagos stiriségfiiggvény:
2(E' po)dp annak a szérasnak a hataskeresztmetszete, amelyben a szorési szog ko-
szinusza LR-ben gy és wuyt+dup kozé esik. Ha mégis fenn akarjuk tartani a (12.2) sze-
rinti irasmodot, akkor figyelembe kell venniink, hogy a szorasi magfiiggvény az E
valtozd szerint csak akkor siirliségjellegli mennyiség, ha a magfiiggvényben szerepel-
tetiink egy E szerinti o-fliggvényt. Ez azonban kivezet a disztribucioelmélet teriiletére.
Az, hogy melyik alakot célszeribb alkalmazni, fligghet a szamitasi modszertol.

1

Ho

0.5 1

-0.5

-1 T T
1 05 0 05 1
Hc
12.2. abra. A py és i kozotti fiiggvénykapcsolat (12.4) szerint
Monte Carlo szamitasokban a szorasi magfliggvény alapjan sorsoljuk a szoro-
das utani energiat és sebességiranyt. Ekkor a 2y(E', 1) alak teljesen megfelelo:
e a X S(E ' ,Uo) / 2 (E ’) eloszlasbol sorsolunk egy i-at, és abbdl kapunk egy 6

szorasi szoget (v0. 12.1. dbra);

* A hidrogénen valo szorodas (4 = 1) tobb tekintetben is specialis eset, ezért ezzel kiilon részben fog-
lalkozunk (lasd 1.2.6. szakasz).



o a(12.3)és (12.5) képletek alapjan ebbdl kiszamitjuk a szorddas utani E ener-
giat;
e végiil a (0, 2m) intervallumban egyenletes eloszlasbol sorsolunk egy ¢ azi-
mutszoget (vO. 12.1. dbra).
Ehhez hasonloan épithetdk fel az Sy egyenletek is (V. fejezet). A Pr kozelités (4. feje-
zet), illetve a diffuzidelmélet (3. fejezet) esetében azonban a (12.2) szerinti alak egy-
értelmiien leegyszertisiti a levezetéseket. Ennek az alabbi oka van.
A transzportegyenletben a neutronlassulast

L(E, Q)= [dE" [ 2,(E", o Jo(E', Q' }Q, (12.6a)
0 4
illetve
L(E,Q)= [dE' [ Z(E'— E, o JP(E', Q') (12.6b)
0 4

alaku integralok irjak le, ahol @(E,Q) a neutronfluxus. A (12.6a) szerinti integral ki-
szamitasaval a késobbiekben foglalkozunk. Elébb a (12.6b) integralt beszéljiik meg.
A fluxust altaldban sorba fejtjiik a gombfiiggvények szerint:

o0 4
o(£.0)=Y 20 21, @, (E) (12.)
=0 T =y

Az Y,, gombfliggvényeket a (IV.1.2) képletekkel definidljuk. A sorfejtési egytitthato-
kat a

@,,(E)= [@(E,Q),, (Q)Q

integralok adjak. Hasonl6 sorfejtést alkalmazunk a (12.6b) szerint kiszdmitott fligg-
vényre is:

[ V4
LEQ)=Y 26;‘1 > Y, (@)L (E), (12.8)
=0 m=—/

ahol
Ly, (E)= [L(E,Q)Y,,(Q)Q.

A szorasi magfiiggvény (12.6b) szerinti alakjanak az az eldénye, hogy — legalabbis
formalisan — sorba fejthetjiik a P,(1p) Legendre-polinomok szerint:

o 20 +1

S(E' > E uy)=> - 2 (E'"> E)P(up), (12.9a)
/=0
ahol
1
Zsz(E'*E):sz-ES(E'%Ea,uo)Pe(ﬂo)dﬂo- (12.9b)

-1
Ha ezt a sort (12.6b)-be helyettesitjiik, tovabba figyelembe vessziik a



zyﬂm Y/m )

addicios tételt, akkor a kovetkezot kapjuk:

I 225 )P ol i -

47 (=0
T 2041 p(E OO
:IdE _[ Z 4 zyﬁm Yﬂm Qp(E,Q )dQ =
0 dnt=0 T
220+1 & (. , :
= 4 ZYEm(Q)IdEZS/(E _>E)¢/m(E )
1=0 n m=—/{ 0

(12.8) szerint ez azt jelenti, hogy
Ly (E.Q)= [ 24 (E' > E)o,, (E'WE'. (12.10)
0

Konkrét szadmitdsokban a (12.7) €és (12.9a) sorokat mindig levagjuk valami-
lyen, alkalmasan valasztott / = L indexii tag utan (“Pp kozelités”), tehat (12.9a) jobb
oldalat E-nek és y4-nak sima, akdrhanyszor differencialhat6 fiiggvényével kozelitjiik:

, L20+1
S(E > Eg)z Y S0
/=0

Zy(E"— E)P (1)

A bal oldalon egy o-fliggvényt tartalmazé magfiiggvény van, vagyis egy disztribuciot
probalunk egy sima fiiggvénnyel kozeliteni. A dolog mégsem abszurd, hiszen — mint
neviik is mutatja — az utébbi formula két oldalan szerepldé magfiiggvények csak integ-
raljel alatt szerepelnek. Igy tehat valojaban a baloldali magfiiggvényhez tartozé fink-
cionalokat kozelitjik mas alaka funkcionalokkal, ami matematikailag korrekt.

A ofiiggvény nélkiil felirt magfiiggvényt is sorba fejthetjiik a Legendre-
polinomok szerint:

, “© 2041 ,
S up)=3 . Z(E")P, (o). (12.9¢)
=0

Amikor ezt a sorfejtést a kovetkezo alfejezetben alkalmazzuk, a sorfejtési egyiitthato-
ként szerepld 2 (E") fiiggvényeket csak akkor tudjuk hasznalni a Py kozelitésben, ha
explicit modon E" és E fiiggvényeként adjuk meg Oket, hiszen (12.10)-ben erre van
sziikség. Egyaltalan nem trividlis azonban, hogy lehet ezt (12.9¢)-bdl kiindulva elérni.
Mindenesetre a neutronszoras-kisérletek a magfliggvényt a (12.9c) szerinti alakban
szolgaltatjak. Ugyanakkor a szordselméleti szamitasok zp helyett a tdmegkdzépponti
rendszerhez tartozé x4, fiiggvényében adjak meg ugyanezt. A két reprezentacié kozotti
atszamitas modjat a kovetkez6 szakaszban targyaljuk.

Ezt megel6zden azonban megmutatjuk, milyen matematikai nehézségekkel jar,
ha a szorasi magfliggvényt ilyen alakban akarjuk a Py kozelités egyenleteibe helyette-
siteni, vagyis a neutronlassuldst a (12.6a) képlet szerint irjuk le. Amikor itt integra-
lunk, mindazokat a szorddas elétti E' neutronenergidkat és Q' sebességiranyokat vesz-
sziik szamba, amelyek a szorddas utin az E neutronenergiara és Q sebességiranyra



vezethetnek. E' szamara az (E, E/c) intervallum jon szoba, (12.6a)-ban a 0-t6l oo-ig
valé integralas csak szimbolikus. Ami Q'-t illeti, a helyzet a 12.3. dbran lathatd,
amely a 12./. dbra modositott valtozata: a megfeleld sebességiranyok az dbran beje-
161t dQ’ kiipszdgben vannak. A két hatarold kup nyilasszége 6 és 6+ d 6, ahol

cos 8 = i =%{(A+1)\/§—(A—l) Ef} (12.11)

¢s df megfelel a dE” differencidlnak. Ezt a képletet — némi szamolas utan — agy kap-
juk, hogy (12.4)-ben g-t (12.3)-bdl helyettesitjiik be. Lathatd, hogy i csokken, ami-
kor E' nd, igy pozitiv dE’-hez negativ duy és pozitiv d @ tartozik.

do!

12.3. abra. Neutron szér6dasa a laboratériumi rendszerben

Mivel a szorasi magfiiggvény fiiggetlen a 12.3. dbran lathatd kapok tengelye
koriili @ azimutszogtdl, (12.6a)-ban az Q' szerinti integralaskor a ¢ szerinti integralas
valgjaban csak a fluxusra vonatkozik, de a @ (vagy i) szerinti integralaskor mar fi-
gyelembe kell venni a magfiiggvény szogfliggését 1s. E' és wpy kozott 1o minden érté-
kére fenn kell allnia a (12.11) Osszefliggésnek, igy a (12.6)-ban formalisan jelolt £
szerinti integralasra nem keriil sor — hacsak nem akarunk E' szerint egy o-fliggvényt
bevezetni. Mivel most ezt el akarjuk keriilni, a (12.6a) képletet a kdvetkezd alakba
irjuk at:

1 2n
LE,Q)= [duyZ,(E', 1p) [ @(E', Q' )do,
-1 0

ahol £’ helyére a (12.11) képlet megforditasat kell helyettesiteni. Mint mondtuk, ezt a
(12.10)-ben szerepld magfiiggvényeket tartalmaz6 alakra szeretnénk atirni, itt jobb az
E' szerinti integralasra attérni:

Ela

d 2n
LEQ)= | w'ﬁzs (E'. 1) [ (", ')
E 0

ahol £ helyébe a (12.11) képletet kell helyettesiteni. Ezen a formuldn nem nyilvanva-
16, hogyan lehet ennek a (12.87) egyenlet szerinti sorfejtését elvégezni. Nem is hala-
dunk ezen az uton tovabb. Minddssze annyit kivantunk érzékeltetni, miért részesitjiik
eldnyben a disztribucioelméleti megkozelitést.

1.2.2. Atszémitds a TKR- és az LR-beli sz6geloszldsok kézott

A (12.6a)-ban szerepld 2i(E',u) rugalmas szorasi magfiiggvényt célszerii a
szorasi hataskeresztmetszet és a szogeloszlas (y) szorzatara bontani:



ZS(E'9#0)=Es(E')Z(E'a#0)~

crer

Legendre- pohnomok szerint:
E', uy) ng )P, (140) (12.12)

Mivel /> 0-ra P, (,uo) integralja zérus, ez az eloszlas akkor van 1-re normalva, ha itt
an=1.Haa (12.12) sort (12.9¢)-vel 6sszevetjiik, akkor latjuk, hogy

S (Ew,(E")=(20+1)Z,(E").

Megemlitjiik, hogy @, =3u,, ahol x, a szorasi szog koszinuszanak az atlaga LR-
ben. A tobbi sorfejtési egylitthato fizikai jelentése kevésbé szemléletes. Az alabbi
modon szdmithatok ki:

1
o (E")= @0+ 1) [ 2(E', 1), (1) du, (r=0,1,2,..). (12.13)
-1

Az o, egyiitthatok E'-t6l valo fliggésének illusztralasara a 12.4a.—12.4d. abrdkon be-
mutatjuk @,-t rendre deutériumra, berilliumra, grafitra és vasra. Lathato, hogy egy-
részt jelentds az anizotropia, masrészt az egylitthatok energiafiiggése a MeV-es ener-
giatartomanyban szamottevo.

2

$ 15
]
< ol
Sl —-——— 2
)
L A B A o3
%) —_ -
2 o5 o4
qa:) - " o5
o
7]
3 0 -
-0,5 f
0 2 4 6 8 10 12 14 16
E' (MeV)

12.4a. dbra. Az o, sorfejtési egyiitthatok deutériumra (4 = 2)
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12.4b. abra. Az o, sorfejtési egyiitthatok berilliumra (4 = 9)
35
X
=)
@
g ol
2 w2
> .
L . U Al N R o
n
e — - o
% - 0
o
n
3

16
E' (MeV)
12.4c. abra. Az w, sorfejtési egyiitthatok szénre (4 = 12)

w sorfejtési egyutthatok

-1 f f f f f f f
0 2 4 6 8 10 12 14 16
E' (MeV)

12.4d. abra. Az w, sorfejtési egyiitthatok vasra (4 = 55)

A TKR-nek és LR-nek megfeleld eloszlasokat a “c”, illetve “(0)” felsé index-
szel kiilonboztetjilk meg egymastol. A két eloszlas kozotti kapesolatot a
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26 (E' pe) de = 7N E" 1) dusg
feltételbol szamitjuk ki:
, d
7o (E )= 2 OE ) L (12.14)
He
amelynek jobb oldalan Ho helyére a (12.4) képletet kell helyettesiteni. Sorfejtési

crer

w;(E')= (20 + I)IXC(E e )Py (e Y, = (20 + 1)}1(0)(19 19 )P, (1t ) ditg

Az utolso integralban s helyére (12.4) inverze, vagyis (12.5) helyettesitendd. A fenti
integralba behelyettesitjiik a (12.12) szerinti sort:

C E’ :MJFIIZ ﬂo)Pe(,Uc d,Uo—Z[T ]/ka)k)(E)9 (12.15)

—1k=0

ahol a [T_l ]Ek egyiitthatd a T™' matrix (, k) eleme:

1
[, - M;l [ P (a0 )Py () dy (12.16)
|

Emlékeztetlink rd, hogy az integralban u. helyére a (12.5) képletet kell helyettesiteni:

[T_l]/k _2€+1jpk ,U() P /102—1+1L101/A2+1ug—1 d

4 Ho -

-1

A (12.16)-bol kovetkezik, hogy a T matrix elemei nem fliggnek £'-t61. A (12.16) sze-
rinti matrixelemeket a y = 1/4 paraméter fliggvényében szamitottak ki. y < 0,5-re (te-
hat hidrogénre nem) hasznalhat6 az alabbi matrix:

1 0 0 0 0 0 ..
2 2
Loy 12 3 0 0..
5 5 35
2 2
3;/2 -2y 1—9L o7 SZLI 0..
T!= 7T (12.18a)
0 167> 12y 1_147/2 4 107
5 5 5 3 11
2 2
0 0 30y 3 20y - 370y 20y
7 7 77 11

Megjegyezziik, hogy ez a matrix a rugalmas szoérason kiviil egyéb magreakcidkra is
hasznalhato, ha benne a
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E
4 _1 g (12.17)
A\NE +0

paraméter szerepel, ahol E; a neutron €s a szord mag relativ mozgasanak az energiaja,
0 a reakcidenergia. Rugalmas szoras esetében Q = 0, tehat ekkor y=1/4. A (12.15)
szerinti transzformacié megforditasa

oN(E)= 3 T 0f (E). (12.19)
k=0
A transzformacids matrix a (12.18a) matrix inverze:
1 0 0 0 0 0.. |
2 2
0y 1230 2 O 0 0
5 5 35
2 2
72 2y 1_M 6y 16y~ 0.
T 7 7 21 (12.18b)
0 8> 12y . 46y 4y 5072
5 5 15 3 33
2 2
0 0 18y 20y - 390y 20y
7 7 77 11

1.2.3. A rugalmas szdérasi magfiiggvény sorfejtése

Az aldbbiakban kiszamitjuk a rugalmas szorasi magfiiggvény sorfejtési egyiitt-
hatoit a (12.9) képletek alapjan. Eldszor felirjuk az integral alatt szerepld szogfliggd
magfiiggvényt. Mint az 1.2.1. szakaszban kifejtettiik, ez tartalmazni fog egy o-fligg-
vényt.

A (12.1) magfiiggvényt azzal a feltevéssel kaptuk, hogy a rugalmas szorés
TKR-ben izotrop, vagyis a g szerinti slrliségfliggvény egyenletes: y(E',1) = 1/2.
Most elejtjiik ezt a feltevést. A keresett magfiiggvényt atirjuk a

ES(E, - E::uc): ES(E')g(E' - Euuc)
alakba, ahol
g(E" > E,u.)dEdu,

két esemény egylittes bekdvetkezésének a valdszinlisége: (1) a szorddas utani energia
az (E, E+dE) intervallumba, ES (2) a szorasi szog koszinusza (ue, tet+due) kozé esik
TKR-ben. A (2) esemény valoszintisége — definicio szerint — y(E',11)duc/2m. Feltéve,
hogy a (2) esemény bekovetkezik, megkeressiik az (1) esemény (feltételes) valoszinii-
ségét. Ha . adott, a szorddas utani energiat (12.3)-bol szamithatjuk ki:

3 Azért osztunk 2m-vel, mert a késébbickben az egységnyi térszogre vonatkozéd valosziniiségre lesz
sziikségiink, amit y(E',x.)/2n ad meg.
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Elu,)= E’(12+ a), E'(12— a)

He,

tehat az (1) esemény biztosan bekdvetkezik, ha a szorodas utani £ energia kielégiti az

E<E(u )<E+dE

egyenldtlenséget. A keresett feltételes valoszintiség ekkor 1, egyébként pedig 0. Mivel
e kijelentés tetszdlegesen kicsi dE mellett is érvényes, az (1) eseménynek a (2) ese-
ményre vonatkozo feltételes valosziniiségét a

E(+a) E(-a)

P{1)(2)}= EE,uc))dE=5(E— S ,ucjdE

kifejezés adja meg. Az (1) és (2) események egyiittes bekovetkezésének a valdszinii-
sége az elobbi két valdszinliség szorzata, tehat

E', 1, "M+« "1-«a
e fp_El2a) Eloa),)

g(E' > E )=

A transzportegyenletben a magfliggvényt inkabb z fiiggvényében felirva hasznaljuk,
ezért célszerli ezt yy-ra atirni:

o’ »E,ﬂo)=M%5[E— Elra) E (l‘“)ucj, (12.20)
2 dy 2 2

ahol x4 helyébe (12.5)-6t kell helyettesiteni. Ennek felhasznéalasaval szamithatjuk ki a
keresett egylitthatokat, vagyis a rugalmas szoérasi magfiiggvény (12.9b) szerinti mo-
mentumait:

(£~ E):'[ES(E' — E,QQ')P, (1 Q' =
4n

. T AV ALY
T dug

—2f1 (E') du, 5(E_E’(12+a) E’(lz—a)

Mint kordbban, ebben az integralban is a (12.5) képlet helyettesitendd s helyére. Az
integralast egyszertiisithetjiik, ha z-t z-re helyettesitjiik:

zsg(E'+E>=23<E'>_ila(E—E’“;“)—E’“;“)ycjpf(uo>Z<Ezuc>duc.

Itt viszont -t kell z-vel kifejezni a (12.4) képlet szerint. Mivel E' a x4 szerinti integ-
ralas szempontjabol allando, 2i(E')-t kiemelhettiik az integraljel alol. A ofiiggvény
definicidja szerint az integral értéke megegyezik a o-fliggvény mellett allo fliiggvény-
nek az integralasi valtozo olyan értéke mellett felvett értékével, amelyre a o-fiiggvény
argumentuma eltlinik, de nulla az integral, ha az integralasi valtozonak nincs ilyen
értéke az integralasi tartomanyban. Nos, ez az allitds akkor igaz, ha a o-fiiggvény ar-
gumentumaban az integralasi valtoz6 (esetliinkben u.) egyiitthatdja 1-gyel egyenld.
Most azonban nem ez a helyzet, tehat az integralt a
E'(l-a) 2u 2du

= = = —_— d [
g fooo AT -a) YT E(-a)

: (12.21)
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helyettesitéssel ilyen alaktiva alakitjuk at:
E'(l-a)
25 (E") % ( E(l+a) j 2u
Y E > E)=—3"—% O| fE ———— E'.—— P, .
sf( - ) E’(l_a)_E’J;—a) > H\X E’(l—a) f(/uo)d,u
2

A sz6rddas utani E energia szoba jovo értékeire fennallnak a kdvetkezd egyenldtlen-
ségek: az also integralasi hatarnal a o~fliggvény argumentuma £ — aF' > 0, a felsé ha-
tarndl pedig £ — E' <0, tehat a szords minden kimenetele esetén van olyan kozbensé
1, amelyre az integralban a S-fiiggvény argumentuma eltiinik. gy tehat az integralt
ugy kapjuk meg, hogy a &fliggvény mellett all6 y-fliggvénybe p-nek ezt a kdzbensd
értékét helyettesitjiik:

gy 25(E) L 2w _
Zy(E'—> E)= E’(l—a)Z(E ’E’(l—a)jpf(ﬂ()){ﬂ_E_ Elira)

2

- 2D e ), Mo aFSESE. (1222)
E(l—a)

ahol y argumentumaéban 4 helyére

_2E/E'-(1+a)
- -«

2u
E(l-a)

4, = (12.22b)

helyettesitendd (vo. (12.3)). Amikor £ helyére a (12.4) képletet helyettesitjiik, abban

L helyére szintén ezt kell irni. £ =0 helyettesitéssel kapjuk a (12.1) alatti magfiigg-
vénynek anizotrop szords mellett érvényes alakjat:

Zo(E —>E)z%2;{(E’,yc), ha  aE' <E<E, (12.23)

amelyben g4 helyére a (12.22b) kifejezés helyettesitendd. Vegyiik észre, hogy ha
(12.23)-ba y(E’ 1) = 1/2-et helyettesitiink, akkor visszakapjuk (12.1)-et.
Mind (12.22a)-ban, mind (12.23)-ban y(£’,1) helyére a

0

AE )= 05 (B ()

szogeloszlast kell helyettesiteni (v0. (12.12)). Végeredményben tehat

Z(£) p Ap, +1 ia’;(E’)PJ(,UC

' ¢ )
E'(l-a) NA® +2Apu, +1 )50 2E/E'~(1+a)
= 2EEA1ra)

1-a

> (E'>E)=

N

(12.24)
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1.2.4. Attérés letargidra

Az aldbbiakban megmutatjuk, hogyan kell a rugalmas szoérasi magfliggvény
sorfejtési egyiitthatoit letargidra atirni. Mivel a kiindulasi, (12.2) szerinti magfiigg-
vény E szerint sliriségjellegli mennyiség, ilyenek a sorfejtési egyiitthatok is. Ez azt
jelenti, hogy letargiara a

S —>u)=2,(E'">E)E, (¢=0,1,2,..) (12.25)

képlettel szamithatok at.

Ez 6nmagaban is hasznos képlet, de segitségével az alabbiakban a magfiigg-
vényeknek egy kozelitd tulajdonsdgara mutatunk rd, amelyet kihasznalunk a lassulés-
elméletben (2. fejezet): nem kiilon-kiilon fiiggnek u'-tél €s u-tol, hanem csak az (u' —
u) kiilonbségtol. A (12.24) képletbdl kovetkezik, hogy a magfiiggvény sorfejtési
egylitthatdi minden /-re

E ’
E/E

5, (5~ )= x, () I EE)
alakuak, ahol f'a fenti képletekbdl kiolvashat6 fiiggvény. Ez annyiban kozelités, hogy
az o (E ') egylitthatoknak az E'-t6l valo fiiggését elhanyagoljuk. Ezt mindig megte-
hetjiik példdul, amikor a sz6rds a TKR-ben izotrop. Az “E” fels6 index arra utal, hogy

minden mennyiséget az energia fiiggvényében fejeziink ki. Amikor a (12.25) képlet
szerint letargiara tériink at, az alabbi helyettesitéseket alkalmazzuk:

E=Ey ™, E'=Epe™, E/E =),

Végeredményben a kdvetkez6t kapjuk:

E '
Sy —>u)=2y,(E' > E)E = %, (E')—ff (EE,/E )E =

= 5, () E e ) ) e ) = 5 ) ).

Az “u” felsd index a letargiara vald attérésre utal. Ebbdl kovetkezik, hogy a letargia
fliggvényében kifejezett szorasi magfiiggvény sorfejtési egylitthatdi minden /-re a

S > u)=2 W) g, (u' ~u) (12.26)

alakban irhatok fel. Tekintve, hogy mindegy, milyen eldjellel irjuk az (u' — u) kiilonb-
séget a g, fliggvények argumentumaban, megallapodhatunk abban, hogy a két letar-
giaértéket olyan sorrendben szerepeltetjiik, mintha a “— jel helyett “—* allna. Mind-
jart ezt a konvencidt alkalmaztuk (12.26)-ban.

A definiciobol kovetkezik, hogy a (12.26) alatti magfiiggvénynek u szerinti

integralja ¢ = 0 esetében a szorasi hataskeresztmetszetet adja meg. fgy fennall, hogy

u'+e

jgo(u'—u)du =1. (12.27a)

Ha itt az u — u' = x helyettesitést alkalmazzuk, azt kapjuk, hogy

&

Jeol- r)ax = [egla)ax—1.
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Ugyanigy be lehet latni, hogy a fliggvénynek a masik valtoz6 szerinti integralja is 1:

[golw' —u)du' =1. (12.27b)

u—«&

Hasonloan, a logaritmikus energiandvekmény is kétféleképpen irhat6 fel:

§(u'):ujiu—u')go(u'—u)du, (12.28a)
¢s '
E(u)= T(u—u')go(u'—u)du'. (12.28b)

Gyakran van sziikségiink
L,(E)= J.Zsf(E' — E)y(E')dE’
0

alaku integralok kiszamitasara. A jelen szakasz befejezéseként megmutatjuk, hogyan
lehet ezeket E' helyett y szerinti integralasra athelyettesiteni. (12.3)-bol £’ kifejezhe-
to p-vel:
, 2F dE’ (1-a)du,
E'= , =— :
(1+a)+(1-a)u, E (l+a)+(-a)u,

Mikozben E' az E és E/a hatarok kozott, u 1-t61 —1-ig valtozik. Igy a s-re valé he-
lyettesités modja:

N T B e

:(1+a)+(1_a)yc
A pp-ra vald helyettesités analog. Hidrogén esetében természetesen figyelembe kell

venni a 12.6. szakaszban irtakat, tehat az integralds s esetében leszlikitendod a [0, 1]
intervallumra.

1.2.5. TKR-ben linearisan anizotrop szoras

Az el6z6 részben kapott eredmények illusztralasara tekintsiik a TKR-ben line-
arisan anizotrop szoras specialis esetét:

o
P ) = ke (12.29)

Ezzel a szoras utani E energia eloszlasfliiggvénye [(v0. (12.22b)]:
_ 2E/E'-(1+a)
, , 1
Zo(E > E) 2B ) R,
>.(E") E(l-a) E'(l-a)

go(E'>E)=

Ebbdl a képletbdl kovetkezik, hogy a TKR-beli anizotropia kozvetleniil visszahat a
lassulasi magfliggvény izotrop részére is. Megmutatjuk, hogy ez a hatas rontja a mo-
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deratorok lassitasi képességét, mert az anizotropia a leggyakrabban eldre iranyul
(,UC > O). Kiszamitjuk a logaritmikus energiacsokkenést:

E' , - ! |
°" I gO(E'%E)ln%dE =0+ 34 .[ 2E/€ _(lza)lnEdE _
af’ aE' E (l—a) E
a lna l+a
i 12.30
o lucl:(l—a)2+2(l—a)} ( )
ahol
£y =1+ a lna
-«

a logaritmikus energiacsokkenésnek a TKR-ben izotrop szoérashoz tartozd része. A
(12.30) alatti végeredményt 1/4 szerint halad6 sorba fejthetjiik:

(2 2
§=§o—ﬂc(z—F+..}, (12.31)

amint némi szamolas utan levezethetjiik. Mivel . fugghet az E' energiatol (vo.

12.4. abrdak), & szintén fiigghet E'-t6l.
Ha 4 elég nagy, akkor & = 2/4, tehat & = &, (1 —ﬁc), vagyis az elére mutato

anizotropia rontja a lassitas hatékonysagat. Az anizotropia mértéke tgy fiigg az E’
energiatol, hogy elegenddéen kis energian elhanyagolhatd, de E’ novekedtével egyre
ndé. Emiatt nagy neutronenergian a rugalmas szords hatékonysaga jelentdsen kisebb,
mint kis energian. Nagy E'-re viszont jelent6s a rugalmatlan szoras, és sok elemre
hatékonyabb, mint a rugalmas szérds. Ez az oka annak, hogy a lassulasi kodokban 1¢é-
nyeges a rugalmatlan szorast figyelembe venni. Megjegyezziik tovabbd, hogy (12.23)
szerint a TKR-beli anizotropia magasabb rendi tagjai (¢ > 1) szintén adnak jarulékot a
szoOrasi magfiiggvény izotrop részéhez €s igy &-hez is.

E rész befejezéséiil megvizsgaljuk, hogyan hat a TKR-beli anizotrépia az LR-
beli anizotropidra. Ezt legegyszertibben az LR-beli szorasi szog koszinuszanak az at-
laga révén lathatjuk meg:

Au. +1
ats H(E pe ) du .

1 1
ﬁOZI/JOZ(E”/uc)d/uc :I >
| AT +2A4Au, +1

Ha ide a (12.29) szerinti linearisan anizotrop szdgeloszlast helyettesitjiik, némi sza-
molas utan azt kapjuk, hogy

o 2. ﬁc(l—i) (12.32)

A (12.31) formulaval ellentétben ez pontos képlet, nem 1/4 szerinti sorfejtés.
Erdemes megjegyezni, hogy ez a szérdsi magfliggvénybdl is szarmaztathato:

1 ?Zl(E'—>E)dE: j‘ 2I(E,”u°)y0dE
ZS(E’)O{E’ i aFE' E’(l_a)

amint e (12.22a) alapjan belathat6. Mivel (12.22b) szerint
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2dE d
E(l-a) ¢
el6zo képletiink igy irhato:
. E 1
MQ'L;Q(E - E)dE = JlﬂOZ(E ’/uc) due = 1o,

ahol 1 (12.4)-bdl helyettesitendd. Ezzel levezettiik az alabbi, gyakran hasznalt, &mde
nem trivialis képletet:

E’
Z"sl(E’): IZSI(E’ - E)dE = ﬁOZS(E’)‘
aF'

Legutobbi képleteinkbdl a kdvetkezok sziirhetok le:

e A TKR-beli anizotropia ndveli az LR-beli anizotropiat (vo. (12.32)).
e  Shez hasonldan az LR-beli anizotropia mértéke is fligg az £’ energiatol.

1.2.6. Lassulas hidrogénen (A = 1)

A hidrogénen vald lassulas egyik kiilonlegességét a 12.2. abran mar lattuk:
LR-ben csak eldre vald szoras van, tehat mindig 4 > 0. Ezt belathatjuk, ha (12.4)-ben
A = 1-et helyettesitiink:

Lo = 1/“CT+1 = cos(9/2), L, = c0s 9. (12.33)

Tovabbi fontos koriilmény, hogy a protonon val6 neutronszéras TKR-ben izotrop, va-
gyis °(E' 1) = 1/2. Igy (12.14)-bél levezethetjiik, hogy

dpe 210 Hy 20,
du, 0 Uy <0,

2 OE o) = 2°(E', 1) (12.34)

mivel (12.5) szerint

Hc =2:ug_1'

Ha ezt (12.13)-ba helyettesitjiik, a Legendre-sorfejtési egylitthatok a kdvetkezdképpen
adodnak:

1
wgo) =2(20+ 1)_[ 1o Py (120 ) -
0

Egyszerli szamitassal kapjuk értékiiket:

/ 0 1 2 3 4 5 6

") 1 2 3/4 0 3/8 0 | 13/48




19

A T matrix (12.18b) szerinti felirasdban az itt megadott szdmok irandok az elsé osz-
lopba. A matrix tobbi oszlopa érdektelen, hiszen TKR-ben a szoérds izotrop, vagyis

w; =0, ha /> 0. Végeredményben az LR-beli szogeloszlasra a kovetkez6t kapjuk:

1 3 3 13
l(o)(ﬂo)ZE(Hzﬂo +ZP2(#0)—§P4(ﬂ0)+4—8P6(ﬂ0)+---j- (12.35)

Itt nem eliras, hogy nem jeloljiik az E'-t6l valo fliggést, mert ez a szogeloszlas E'-t61
fiiggetlen. A 12.5a. abran bemutatjuk a (12.34) szerinti valddi szogeloszlast és a most
kapott Pe-rendii sorfejtést. Lathatéan ez mar elég pontos, viszont a

o) >3 (1+2)

szerinti P; kozelités lényegesen pontatlanabb. Az abrardl az is lesziirhetd, hogy hidro-
gén esetében a szOras anizotropiaja nagyon jelentds.

2

~
3
N r
X ¢
’
L d
1,5” —— -
- -
Cd ~
-~
//
A valodi
4 ’
1 . -——P1
P
% - --P6
/// f’
05 -7
, T /,/ ’f
// '!
-
// "
i -
0 R
—— -
. ” - -
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-
-
-~
P
-0,5 f f f f f f f
— re) ITy) Te) o Te) T} 7o) -
' ~ =) N N =} ~
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Ho

12.5a. abra. LR-beli szogeloszlas hidrogénen valo szoras esetében

1,6

1,2 valodi

Py

12.5b. abra. LR-beli szogeloszlas 2 MeV-es neutronoknak deutériumon vald szorodasakor
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Osszehasonlitasul a 12.5b. dbran bemutatjuk ugyanezt a 2 MeV energidji ne-
utronok deutériumon val6 szérédasara vonatkozdan. Lathato, hogy a linearisan ani-
zotrop szorassal vald kozelités itt sem sokkal jobb, viszont maga a szogeloszlas joval
kozelebb van az izotrophoz, mint a hidrogén esetében.



1.3. Rugalmatlan szérédasi magfiiggvény

Még kidolgozando!!!

21
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2. ASZIMPTOTIKUS LASSULASI KODOK

Ebben a fejezetben a kevéscsoport-allandok készitésére szolgdld aszimptotikus lassu-
lasi kodokrdl lesz szd. A targyalést a kovetkezd részekre osztjuk:

¢ a konzisztens P; és B kozelités folytonos energiavaltozoval,

e a Greuling-Goertzel kozelités folytonos energiavaltozoval;

o attérés tobbesoport kozelitésre a Magyarorszagon hasznalatos GRACE program

ismertetése révén;

o kitekintés egyéb, altalanosan hasznalt programokra;

¢ a kevéscsoport-allandok szamitasa;

e a diffuzidallandd problémadja.

2.1. Konzisztens P; és B, kozelités

Az aszimptotikus kozelitésben egy homogén reaktor un. aszimptotikus tarto-
manyat tekintjiik, amelyet tigy definidlunk, mint azt a tartomanyt, ahol érvényes a re-
aktorfizika alaptétele, tehat benne a fluxus a térvaltozo €s a tobbi valtozd szerint sze-
paralhat6. Ebbdl a definiciobol kdvetkezik, hogy az itt kialakuld neutronspektrum
fiiggetlen a reaktor kiils6 alakjatol. Ezért a targyalds egyszeriisitése érdekében célsze-
i a legegyszeriibb geometriat alapul venni: két parhuzamos, az x- és y-irdnyban vég-
telen sik altal hatarolt tartoményt, ahol a fluxus csak a z koordinatatol és az Q vektor
1=, komponensétl fiigg: *

D(r,E,Q)=D(z,E, u). (21.1)
Az aszimptotikus tartomanyra vonatkozo6 feltevés pedig igy irhato:
D(z,E, 1) = ¢(2)y (E, ). (21.2)

Miel6tt tovabbmennénk, két megjegyzést kell tenniink. (1) A reaktorfizika
alaptételét eredetileg a diffuzioelmélet keretében mondtuk ki [Brf]. Az alabbiakban
errdl nem lehet sz06, ugyanis az aszimptotikus lassulasi kédok éppen arra valok, hogy
segitséglikkel a diffuzidegyenlet egyiitthatoit, koztiik a difftzioallandot kiszamitsuk.
Ennélfogva nem indulhatunk ki a diffuziéegyenletbdl, hanem csak a transzportegyen-
letb6l. (2) A (21.2) képlet szerinti szeparacido csak a diffuzioelméletben targyalt
Az, E) neutronfluxusra lehet érvényes, a szogfiiggd fluxus esetében lehetetlen. Te-
kintslik ugyanis a 2.1. dbrat, amely a valasztott sikgeometridhoz tartoz6 fluxus tér-
fliggését mutatja. Az abran lathatd, koszinusz alaka fluxus nyilvan nem szeparalhato,
hiszen a szogeloszlas z > 0 esetében a x> 0 irdnyok, z < 0 esetében pedig a ¢ <0 ira-
nyok felé mutat anizotropiat. Minden z-re tehat nem lehet azonos a szdgeloszlas. En-

* Az a koriilmény, hogy a fluxus csak z-t6l és 4-t6] fiigg, még nem jelenti azt, hogy z és u egységnyi
megvaltozasara vonatkozna. A (21.1) szerinti feliras ellenére @ az Q koriili egységnyi térszogre €s az
Q-ra merdleges egységnyi feliiletre vonatkozik.
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nek megfeleléen (21.2) nem tekinthetd masnak, mint probakifejezésnek. Ha tobb
ilyen alaki megoldast talalunk, akkor ezek linearis kombinaciojaként eldallithatjuk a
valosagos fluxust megado, térfiiggd anizotropiaval rendelkezd megoldast.

A D(zE 1)
anizotropia anizotropia
iranya irAnya
N
z<O z>0

v

cres

2.1.1. Definiciok

A fenti geometridban a transzportegyenlet igy irhato:

0Dz, E,
WOPELL) s (E)o(e, )=

= ﬁ [ [[20(E" - E)+ 31,2, (E' > E)o(z, B, 1 }AQ'AE" + (21.3)
04r

[ [vzp(E®(z,E', ' )QUdE",
eff 04z

f(E)
drk

+

ahol f(E) a hasadasi spektrum, ks a sokszorozasi tényezd (sztatikus sajatérték), to-
vabba

ty =QQ" = it +\[1- 1> \1- ' cos(pp — ) (21.4a)
a szoOrasi szog koszinusza a laboratériumi rendszerben (LR),
dQ' =du'de’, (21.4b)

@ a z-tengely koriili azimutszég. (21.3) szerint a X E'—E, 1) sz6rasi magfliggvényt
(rugalmas ¢s rugalmatlan szoras egyiitt) linearis anizotropiaval kozelitjiik. Reaktorok
aktiv zonaja esetében ez altaldban elegendd. Ha dQ2'-t (21.4b)-bdl (21.3)-ba helyette-
sitjiik, akkor (21.4a) alapjan belathatjuk, hogy wp-nak ¢’ szerinti integralja 2muy/-vel
egyenld. Ezt figyelembe véve (21.3) igy irhato:

ﬂw+2t(E)@(Z,E,ﬂ): Lo(Z,E)+3/lL1(Z,E)+F(Z,E) , (215)
0z 4n
ahol
o 1
Ly(z,E)=2n[ [ ,(E' > E)o(z, E', 4/ \Ap dE” (21.6a)

0-1
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oo 1
L(z,E)= 271.[ Iy'Zl (E' > E)O(z,E', p'Ydp'dE" (21.6b)
0-1
SE)y T
F(Z,E):k—2n-|.J.VZf(E’)@(Z,E',y')dy'dE'. (21.6¢)
eff 0-1

Helyettesitsiik most a (21.2) probakifejezést a (21.5) egyenletbe. Ekkor a
(21.6) képletek szerinti fliggvények szintén szeparalhatok:

Ly(z,E) = ¢lz)Lo (E), Li(z.E) = p(z)L4 (E), F(z,E)=¢(z)F(E).
Az ennek figyelembevételével kapott egyenletet elosztjuk @(z)- 1 Y1, E)-vel:

1 dg(z) _ —4nZ (EW(E, )+ Ly(E)+3p, (E)+ F(E)
#(z) dz 4mpy(E, ) '

A bal oldal csak z-tdl, a jobb oldal pedig csak u-tdl és E-t6l fligg, tehat az egyenlet
csak gy allhat fenn a valtozok minden értékére, ha mindkét oldal ugyanazzal az al-
landdval egyenld. Jeloljiik ezt +iB-vel, amivel:

99 _ sipg(c) (21.72)
vagyis
#z)=e", (21.7b)

ahol B (egyelore ismeretlen) allandd. A +B-hez és —B-hez tartoz6 megoldasok lineari-
san fliggetlenek, és ezek linearis kombinacidja fogja adni a keresett megoldast. A
¢(z)-re kapott két fliggvényt eleve gy irtuk fel, hogy egymas komplex konjugaltjai
legyenek, mert igy létezik olyan lineédris kombinaciojuk, amely minden z-re valds. A
szogtol és energiadtol fliggd rész ugyanakkor a kovetkezd egyenletet elégiti ki:

Lo(E)+3uL; (E)+ F . (E
(5, (E) i8]y (£, )= B LEVE “f;n( J+7.(E) (21.8)
ahol a kovetkezd jeloléseket vezettiik be:
Lo(E)= [ Zo(E" - E . (E'WE", (21.9a)
0
1
v (E)=2n [y (E, pdu, (21.9b)
-1
Ly (E)= [ 5y(E' > EV . (E'WE’ (21.9¢)
0
1
Jo(E)=2n | py o (E, p)du, (21.9d)
-1
F (E)=@ [z (B (05" (21.9)

eff ¢
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Mint mar jeleztiik, a valosagnak megfeleld szogfliggd fluxus csak a fenti két
megoldas szuperpozicidja lehet:

D(z,E, 1) = a+y/+(E,y)eiBZJra_y/_(E,y)e_iBz , (21.10)

ahol az a+ és a_ egyiitthatok a fluxus normalasa alapjan hatarozhatok meg. Ertékiik-
nek természetesen biztositaniuk kell, hogy a (21.10) szerint szamitott szogfiiggd flu-
xus valos legyen.

2.1.2. P, és B, kozelités

A (21.2) alatt bevezetett y(u, E) fliggvényt sorba fejtjilk a Legendre-polino-
mok szerint:

v(E.)= X2y (B ) @11
=0 T
ahol
1
v (E)=2m [y(E, )P, (u)du. (21.12)
-1
A fenti jelolésekkel:
Py(u)=1; vo(E)=w(E) (21.13a)
és
Pl(,u)=,u; l//l(E)=J(E). (21.13b)

Az aszimptotikus reaktorelméletben egyenletrendszert vezetiink le a y,(E) sor-

fejtési egylitthatokra. Ha (21.11)-ben csak az ¢ < L tagokat tartjuk meg, P, kozelitésrol
beszéliink. A Pp egyenletek levezetése altalanosithato 1, 2 és 3 dimenziora (IV. feje-
zet). Az aszimptotikus elméletben azonban van ezeknek egy olyan véltozata is, amely
nem vihetd at véges dimenzidszamra. Ezek a B, egyenletek, amelyek bizonyos tekin-
tetben pontosabbak a P; egyenleteknél. Az aldbbiakban elsdsorban a P, €s B, egyenle-
tekkel foglalkozunk, mert ezek elégségesek a kevéscsoport diffuzidegyenlet egyiittha-
toinak a szamitdsdhoz. Két ismeretleniik van: a y(E) fluxus és a J(E) aram.

P; kozelités
A P, kozelités abban all, hogy a (21.11) szerinti sorban a harmadiktdl kezdve
mindegyiket (¢ > 1) elhanyagoljuk:

v(E.)z () 2 w(E) (1.14)

Helyettesitsiik ezt (21.8)-ba. Az igy kapott egyenletet el0szor integraljuk € szerint,
majd megszorozzuk s-vel és utana ismét integraljuk Q szerint.’ Elemi szdmitasok
utan kapjuk:

> (E)y,(E)+iBJ, (E)=L;(E)+ F.(E), (21.15a)

5 () (B)£ v (B)= Li (). (21.15b)

> Az Q szerinti integralas esetiinkben 2mt-vel val6 szorzast és u szerint valé integralast jelent.
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Itt figyelembe vettiik a (21.9) egyenleteket. (21.15a) és (21.15b) a P; kozelités alap-
egyenletei. Ervényességiik elsésorban a (21.14) sorfejtés pontossagatol fiigg. A jobb
oldalon szerepld Lo(E), Li(E) és F(E) fizikai jelentése rendre az izotrop, illetve az ani-
zotrop lassulds, valamint a hasadasok altal 1étrehozott neutronforrasnak az £ koriili
egységnyi energiaintervallumra vonatkozo része.

Bj kozelites

A B kozelités annyiban pontosabb, mint a P; kdzelités, hogy érvényessége
tés pontossagatol fiigg. A megfeleld egyenleteket tigy kapjuk, hogy (21.8)-bol el6szor
kifejezziik a fluxust, €s csak ezutan szamitjuk ki a sorfejtési egyiitthatokat. Tehat elo-
szor felirjuk, hogy

1B+ P(E) 30 (E)
(E )= 47 2 (E)+iBu ’

majd ezt beszorozzuk P,(u)-vel, és integralunk Q szerint. Az eredmény:

vi(E)= 4,[L5 (E)+ F.(E)] +34,L; (E), (21.16)
ahol
1+ P ()P (1) .
25 (E)+iBu "
1<t

Ay =A; = (21.17)
Ezek 2 ismeretében kiszamithato, E-t6] fliggd egylitthatok.

Kiolvashat6 ebbdl a B; kozelités elonye: ha kiszamitjuk az ¢ = 0-nak és ¢ = 1-
nek megfeleld fiiggvényeket (vagyis wp = WUE)-t és y; = J(E)-t), ebbdl az ¢ > 1-nek
megfeleld y, fliggvények is kiszamithatok (21.16) segitségével. Més szoval: a szog-
fliggd fluxusnak elég csak annyi sorfejtési egyiitthatojat kiszamitani, amilyen rendig

crevs

tehat az els6 rendig).
Az aldbbiakban felirjuk a kiszamitando y(E) és J(E) fiiggvényekre vonatkozo
egyenleteket. Legyen tehat (21.16)-ban / =0 és /¢ = 1:

v (E)= Ao L5 (E)+ F,(E)]+ 34, Li (E) | (21.18a)
J.(E)= 4|15 (B)+ F.(B)]+ 34, L5 (E) | (21.18b)

Ha figyelembe vessziik az 4 ,; egyiitthatok konkrét alakjat, ezek az egyenletek — kis el-
téréssel — ugyanarra az alakra hozhatok, mint P; egyenletek. (21.17)-bdl levezethet;jiik
a kovetkezoket:

larctg i , ha BZ>O;
B 2

Lln“_’c/zt ,
2k 1-x/2,

ha x? = —Bz>0;

_i
Ay = 4o :+E(1_A002t)9 (21.19b)
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b
Apq =B—;(1—A002t). (21.19¢)

A (21.19a)-ban megkiilonboztetett két esetre (B valos, illetve képzetes) még visszaté-
riink. Az alabbi atrendezésekkel kapunk (21.15)-nek megfeleld alaku egyenleteket:

(21.15a): S(E)*(21.18a) + (+iB)*(21.18b),
Ay B®

(21.15b): (+iB)*(21.18a) + *(21.18b).

00<t

Elemi szamitdsok utdn adodnak a B; egyenletek:
S (EWw.(E)xiBJ.(E)=Ly(E)+ F.(E), (21.20a)
WB.2)- 2BV (E) Sy (8) = 1T (E). (21.200
A h(B,%) tényezOtol eltekintve ezek megegyeznek a (21.15) egyenletekkel.
Végeredményben tehat elég a (21.20) alatti B; egyenletek megoldasat beprogramozni,

hiszen ebbdl a h(B,2;) = 1 helyettesitéssel kiadodnak a P; egyenletek is. Befejezésiil
felirjuk a (B, %) tényezot:

x? arctg(x) ha B2 >0
3 x—arctg(x)’ ’
WB,Z)=1 , it (21.21)
’; =X ha B <0
In———-2x
I-x

ahol x = B/X, , ha B valos, és x = x/ %, , ha B képzetes (¥ = —B).

Egyszertien belathatjuk, hogy # > 1, ha B valds. Ebbdl kovetkezik, hogy a B,
kozelitésben szamolt neutrondram kisebb, mint amit P; kozelitésben kapunk. Képze-
tes B esetében ennek a forditottja igaz, mivel ekkor 4 < 1.

A +iB és —iB esetek dsszevetése

A (21.15) alatti jelolésekkel felirjuk a (21.20) alatti B, egyenleteket a “+” és
eldjelek esetében. (Az egyszeriiség kedvéért elhagyjuk az E argumentumot.) “+”
egyenletek:

(132

Sw, +iBJ, =Li +F, ,
iB
hz,J, +%y/+ =L

[

Hasonldan kapjuk a egyenleteket:

Sw_—iBJ_=Ly+F._,
hE.J_ —%//_ =1 .

Adott B mellett e két egyenletrendszer megoldasa — egy tetszélegesen valaszthato, al-
lando szorzétényezotol eltekintve — egyértelmil. Megmutatjuk, hogy az egyik megol-
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dasat egyszerlien megkaphatjuk a masik egyenletrendszer megoldasabol. Szorozzuk
meg ugyanis a “—" egyenletrendszer masodik egyenletét —1-gyel:

~hZJ_ +%w_= ~I; .

Ebbdl latszik, hogy a
v (E)=y.(E) ¢ J(E)=-J.(E) (21.22)

¢

figgvények kielégitik a egyenletrendszert, amibdl kovetkezik, hogy elegendd
csak a “+” vagy csak a egyenleteket megoldani. A késdbbiekben ismertetett
GRACE program a “-” egyenleteket oldja meg. Ezért a 2.3. alfejezetben ezzel dolgo-
zunk tovabb.

A kapott eredménybdl tovabbi kovetkeztetéseket is levonhatunk. Legyen B
val6s. Ha B — 0, akkor (21.15a) hatarértéke

[ XA

o]

2 (Ey < (E)= [ 20(E' > EWo(EWE + . (E).

0

Ez mind valos, mind képzetes ., (E ) fiiggvénnyel kielégithetd. Egyszertibb a valos
fliggvényt valasztani. Véges B-re a (21.20) egyenletek csak ugy elégiilhetnek ki, ha
w(E) tovabbra is valds, J.(E) pedig tiszta képzetes. (21.22) és (21.14) szerint ez azt
jelenti, hogy P; kozelitésben

v_(E.u)=v(E.p), (21.23)

ahol a * felsé index a komplex konjugaltat jelenti. (21.16) és (21.17) alapjan belatha-
t6, hogy ez az Ssszefliggés B, kozelitésben is igaz.® Ezt felhasznalva kapjuk, hogy a
(21.10) alatti fluxus csak ugy lehet valos, ha a. =a ésa_=a , vagyis:

®(z,E, 1) = ay  (E,p)e'™ +a'y_(E, u)e™ (21.24)

ahol az a egyiitthat6 értéke a fluxus normalasatol fiigg.

2.1.3. A P, és B, egyenletek megoldasa

A tovéabbiakban a “+” indexet elhagyhatjuk, hiszen a fentiek szerint mindegy,
hogy melyik el6jel mellett oldjuk meg a B, egyenleteket. Mivel ezek (adott B mellett)
kes-re vonatkozodan sajatérték-egyenletek, a fluxus normalésa tetszéleges. Szokas sze-
rint a kdvetkezé normalést valasztjuk:

o0

kegr = [vZ¢ (B W (E'WE, (21.25a)
0
amivel
F(E) =f(E). (21.25b)

% Ez az llitas nem trivialis. Fontosnak tartjuk, hogy az Olvaso ezt a maga szaméra levezesse. Utmuta-
tas: (1) A (21.17) alatt definialt egyiitthatok valdsak, ha ¢+j paros, és képzetesek, ha /+j paratlan. (2)
Ly(E) valos, Li(E) képzetes. (3) Ezt figyelembe véve (21.16)-bdl belathatd, hogy w(E) valos, ha £ pa-
ros, €s y,(E) képzetes, ha ¢ paratlan. (4) Koziilik a valésak nem valtoznak, a képzetesek viszont eldje-
let valtanak, amikor a “+” esetrdl a “—" esetre tériink at. (5) Ezutan (21.11)-bdl kovetkezik az allitas.
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Ezzel (21.20) inhomogén integralegyenlet-rendszerré alakul 4t, amelynek adott B mel-

lett valé megoldasat a 2.3. alfejezetben részletezziik. Tételezziik fel, hogy rendelkezé-

stinkre all egy szubrutin, amely ezt a feladatot végrehajtja. Ezt a szubrutint altalaban

kétszer szoktuk hivni:

(1) El6szor legyen B =0, ami a minden irdnyban végtelen reaktornak felel meg. Eb-
ben az esetben a (21.25a) képlet k-t szolgaltatja, amely alapjan eldonthetjiik,
hogy véges meéretii reaktorra B valds vagy képzetes:

Bvalos,hak, > 1, B képzetes, ha k, < 1.

(2a) A masodik 1épésben megkeressiik B-nek azt az értékét, amelyre ks = 1. Ennek a
négyzete adja az anyagi gorbiileti paramétert (Bé ). A szamitashoz sziikséges ite-
raciot késobb targyaljuk.

(2b) Amikor B képzetes, az iteraciot B helyett x-ra vonatkozoan alkalmazzuk, ahol
K* =—B%, vagyis k= iB. Ezt a (21.20) alatti “+” egyenletekbe helyettesitve kapjuk:

Sw, &, =L, +F,, (21.26a)

hZJ, —§W+ =L (21.26b)

Mivel ezekben az egyenletekben nem szerepelnek komplex szdmok, a megoldas
valds fluxust €s valds dramot szolgaltat. A 2.1. abran és a (21.10) képletben ennek

az felel meg, hogy a koszinusz fliggvény helyett z > 0 mellett e, z <0 mellett

pedig e szerepel.
A (2a) bekezdésben emlitett iteraciot az egycsoport-elméletbdl ismert

et = ko P, = ke ™%
képletbdl vezetjiik le. Ennek vessziik a logaritmusat, majd differencidlunk:
Aketr

eff

= Aln Py =-M?AB?.

Ha Akets= 1 — ketr, akkor AB? = Bﬁl ~-B? , vagyis:
1- keff

b

M?B% =M?*B* -
kegs

amibdl az n-edik iteracios 1épéshez a kdvetkezd képletet nyer;jiik:

1= kegr

B2, =B - .
2
kegrn - M

Ez a képlet még nem hasznalhato, mert a B; kozelitésben nem ismerjiik az M’ migra-
ci0s terliletet. Ezért sziikséges még M kikiiszobolése, ami a Py bennmaradasi valo-
szinliség segitségével lehetséges:
M2 = _InAg
B>

Ezt iteracids képletiinkbe helyettesitve kapjuk a ténylegesen alkalmazott képletet:
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1-k
B2, =B 1+——<tn | (21.27a)
kegr, - InPyp

Befejezésiil kiszamitjuk Pyi-t. A (21.20a) egyenletbdl lathatd, hogy a kiszokést az
1BJ4(E) tag adja meg, ami — valds B esetén — a (21.20a) egyenlet alapjan pozitiv valos
szam. Ebbol kovetkezik, hogy

Py =1- j iBJ, (E)dE =1+ j iBJ_(E)dE. (21.27b)
0 0

Valés B mellett ez 1-nél kisebb, ahogy egy valoszinliség jelentésti mennyiségtol el is
varjuk. Képzetes B-re ehelyett

Py =1+ j xJ(E)dE (21.27¢)
0

irandd, amely 1-nél nagyobb. Ez is természetes: ekkor k,, < 1, tehat ke =1 csak ugy
biztosithatd, hogy Pxr > 1. Ilyenkor persze Pxr nem értelmezheté bennmaradasi valo-
szinliségként.

A (21.27) képletek szerinti iteraci6 a gyakorlatban nagyon gyorsan konvergal.
A tapasztalat azt mutatja, hogy célszerii egy B -nél kisebb B’-tel inditani.

2.1.4. Diffaziéallandé a Py és B kézelités szerint
Amikor a diffizidegyenletet a reaktorfizika elemeiben levezettiik [Brf], azt

kaptuk, hogy a diffuzidallandot a

1
D(E)= 2.0 (21.28)

képlet adja meg. E képlet levezetésében elhanyagoltuk a X,(E'—F) anizotrop lassulasi
magfiiggvénynek megfeleld lassulast, vagyis az

L(E)= [ 53(8 — EW(EKE = J(E)] 3,5 BB = 5, (£ (E)

kozelitést alkalmaztuk. Tudjuk azonban, hogy ez csak nehéz elemeken val6 lassulés
esetében engedheté meg, viszont konnyii elemek (‘H, *H, *Be) esetében a gyakorlat-
ban nem elhanyagolhat6 szamitési hibahoz vezet. Fenti levezetéseinkben ezért tartot-
tuk meg konzekvensen az anizotrop lassulasi tagot. Felmertil viszont a kérdés, hogyan
kell ebben az esetben a diffuzidallandét definialni. A kevéscsoport-allandok szamita-
sdnak ez az egyik legnehezebb elvi problémaja.

A jelen fejezetben tekintett homogén reaktorban az alabbi megfontolast alkal-
mazzuk. A diffuzidallandé a (21.24) szerinti szogfiiggd fluxusnak Q-ra vett integralja-
ra, tehat a

7 Szubkritikus reaktorban csak ugy lehetséges onfenntarté lancreakci6, hogy kiilsd neutronforras taplal-
ja. Kritikus allapotrol ebben az esetben csak akkor beszélhetiink, ha a tekintett tartomany mellett egy
k. > 1 tulajdonsagti zéna van, ahonnan a tekintett tartomanyba irdnyuld nett6 befolyas van.
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1
@l(z,E)=2n_[ [a-l//+(E,y)-eiBZ +a -y (E, p)- 1Bz]dy— (21.29)
|

:a'W+(E) ¢ +a’ Yo (E) iBZ:‘//+(E)'(a'eiBZ+a*'e_iBz)

figgvényre vonatkozik. @ mellett az “1” index a P, vagy B; kozelités “1” indexére
utal. Az ennek megfelelé aram a fentiek alapjan igy irhato:

1
Ji(z,E)=2n | ooy (B )€ 4 a” oy (B, 1) e | s = (21.30)
-1

—a-J (E)-e® +a" T (E)-eB = J+(E)-(a-eiBZ —a -e‘iBZ).

A D(E) diffuzidallandot Gigy definialjuk, hogy @, és J; kozott fennalljon a Fick-tor-
vény:

Jy(z,E)=-D(E) % = —iBD(Ey ., (E)- (a B gt i )

Ha ezt (21.30)-cal 6sszevetjiik, azt kapjuk, hogy
J,(E)=-iBD(E)y . (E),

vagyis

i, (E) - (E) i (E) -iJ (E)
P 5y ®) By &) —By (£) By (&)

[

(21.31)

tehat a diffuzidalland6t mind a
16 képlettel tudjuk megkapni.

Az aszimptotikus lassulasi kodok altaldban a (21.31) formulaval szamitjak ki
homogén kozegek diffuzidallanddjat. Levezetésiinkbdl kdvetkezik, hogy ez a formula
biztositja, hogy a Fick-térvény minden E energian teljesiiljon, ami azonban csak az
aszimptotikus elmélet keretében lehet szigortian érvényes. Kiilonb6z6é anyagi mindsé-
gli kdzegek hataranak a kozelében mar csak kozelités, de altalaban elfogadott kozeli-
tés.

, mind a “+” egyenletrendszer megoldasabol hason-

2.2. Lassulasi modellek

A (21.9) képletekben szerepld Lo(E) és Li(E) lassulési forrdsok kiszdmitasara
tobb kozelitést lehet alkalmazni. A mai szamitdstechnikai lehetdségek lehetdveé teszik
a legegyszertibbet is: kozvetlenill és kozelités nélkiil kiszamitani ezeket a mennyisé-
geket. Ma is hasznalatban vannak azonban olyan programok, amelyek kozelité model-
leket hasznalnak. Koziiliik a legkdzonségesebb a Greuling-Goertzel kozelités. A szo-
rasi magfiiggvény konkrét alakjaval az 1. fejezetben foglalkozunk. A késdbbiek szem-
pontjabol egyszeriibb a szorasi magfiiggvényt a szords utani energia valdsziniliségi
stiriségfiiggvénye segitségével felirni:

> (E'—>E)=3(E) g,(E' > E), (22.1)
amelyet letargidra is atirhatunk (vo. (12.26)):
T > u)=Z,W) g (' —>u)= Z(u) g, (' ~u). (22.2)
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Utobbi képletiinkben annyi a kozelités, hogy a (12.14) szerinti sorfejtésben az o,
egylitthatokat a letargiatdl fiiggetlennek vessziik.

2.2.1. A Greuling-Goertzel egyenletek

A Greuling-Goertzel kozelités targyaldsdhoz attériink a letargiavaltozora, va-
gyis a Xy (E'—F) magfliiggvények helyett X, (u'—u)-t irunk (/ =0 és 1). Bevezetjiik a
lassulasi stirtiségeket:

u u'+e
q,(u)= j- du'y,(u') J.ng(u'—>u")du" , (22.3)
u—=& u
ahol e=-Inea, tovabba a y, (u) fiiggvényeket a (21.11) és (21.12) képletekben defini-

altuk. Az ¢ =0 eset a szoras izotrop részéhez, az ¢ = 1 eset pedig a szoras linearisan
anizotrop részéhez tartozik. (22.3)-at u szerint derivalva belathatjuk, hogy a (21.9)
képletekkel definialt mennyiségek és a lassulasi stirliség kozott fennall az

d
Lyu)=2 (u)w(u)—‘if—u(”) (22.4)
Osszefiliggés, ahol
ZSO(M)E Zs(u)
és
24 (u) = Ho 2 (u)

A lassulasi stirliségek kozelitd meghatdrozasa érdekében olyan fliggvényeket
kerestink, amelyek kielégitenek

d
‘I/,(”)Jfazq(f—u(u):bfst(”) (22.5)

alaku egyenleteket, amelyekben a, és b, alkalmasan megvalasztott, u-tol esetleg fiig-

g6 egylitthatok. A Greuling-Goertzel kozelités abban all, hogy ezeket az alabbi
modon hatdrozzuk meg.

A (22.3) egyenletben a magfiiggvényt a (22.2) szerinti tényezdkre bontjuk:

u u'+e
qf(u): Idu'Zs(u')w((u') J.gg(u’—>u")du”, (22.6)
u—«&

u

¢s az u' szerinti integralban sorfejtést alkalmazunk:

u'+e

T L e e T e B P L
= Gy ) k) G ) (2l )+

ahol
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u u'+e
Gy ()= J. du’ IgAu'—)u")du" (22.7a)
u—=& u
és
u u'+e
G,y ()= I du'(u’ —u) J.gg(u'—>u")du". (22.7b)
u—<& u

E mennyiségek szamitisara és értelmezésére még visszatériink. ¢, (u)-nak most ka-
pott sorfejtését a (22.5) egyenletbe helyettesitjiik:

d dl2
q,+ay S G2y, +Gy MJF
du du
2
ra, dGy, Sy, +Gy, d(zsl//f)+ dG,, d(Zs‘//f)JrGM d*(Zw,) _
du du du du du?

Az “u” argumentumot a révidség kedvéért nem irtuk ki. Az itt szereplé masodik deri-
valtat elhagyhatjuk, hiszen a neki megfeleld rendii tagokat mar ¢, (u) eredeti sorfejté-

sében is elhagytuk. Elhanyagoljuk tovabba a dG,,/du derivaltat. Ezzel legutobbi
eredménylinket igy irhatjuk:

dg dGy, d(2w
g +ay——=| Gy +a,— |5y, +(Gy + afGlf)M : (22.8)
du du du
a,-t ugy valasztjuk meg, hogy a sy, szorasi slirliség derivaltja a jobb oldalrol eltiin-
jon:
G
ay(u)=——* ) : (22.9)
Gy (“)

hiszen ekkor az egyenlet felveszi a (22.5) szerint kivant alakjat. Ha ezt (22.8) jobb
oldalaba helyettesitjiik, az egyenletet a kovetkezd alakra hozhatjuk:

qg<u>+ag<u>dqcfbf“>=Gu<u>zsw<u{1—d”df+”)j. 22.10)

Itt figyelembe vettiik (22.9)-et:
daz . _dsz 1 n sz dG]é . _dng 1 _ ay dGM

du du Gl ¢ Glzf dl/l dl/l Gl ¢ Gl Y du

A dG,,/du derivaltat fentebb mar elhanyagoltuk, vagyis

~

dGI/ da/
-~ -G —.
" du " du
Befejezésiil kiszamitjuk a “G” egyiitthatokat — legalabbis kozelitdleg. (22.2)
szerint a (22.7) egyenletekben szerepld g,(u'—u) kozelitdleg csak a letargidk kiilonb-
ségétol fligg:

gAu'—)u)zgf(u'—u). (22.11)
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Ezt kihasznélva a (22.7) képletek jobb oldalan parcidlisan tudunk integralni. Vegyiik
példaul (22.7a)-t:

Gy, (u J- du uﬁgé (' —u )du":{(u'—u)urgg(u'—u")du”} -

u—=&

u u'+e
I (u —u){g/(u'—u'—3)+ _[g}(u'—u")du”}—
u

u'=u—¢

[ e o) s

&

u—

u

J. u')g, (' —u)du'.

¢ = 0-ra ennek egyszerti fizikai értelme van (vo. (1.2.19b)):

Giolu)= T(u—u’)go(u’—u)du’m:(u). (22.12)

u—=&
Hasonldéan belathatjuk, hogy

Gy, (u =—j u=u’) g (' —u)du'. (22.13)

Ennek megfelelden az izotrop lassuldsi striiségre vonatkoz6 Greuling-Goertzel
egyenlet (¢ = 0) szokésos alakja (22.10) helyett a kovetkezo:

000 o) 00 - )3, o 1 - 2212, 219

du

A ¢i(u) lineérisan anizotrop lassulasi slirliségre vonatkoz6 egyenlet hasonlo
alaku:

)+ a2 6, (1), b1 - 42 @215)

du

amely formdlisan megegyezik a (22.5) egyenlettel. A fentiekben lattuk, hogy wi(u) a
J(u) arammal van kapcsolatban. Két utobbi egyenletiinkbdl kiolvashato, hogy

bg(u)=Gw(u)(1—dadL(”)j, (=06és 1. (22.16)

u

A késobbiek szempontjabol tanulsadgos az a és b egyiitthatokat legalabb abban
az esetben kiszamitani, amikor u-t6l fiiggetlenek. (22.12)-bdl, illetve (12.24)-bdl 1at-
szik, hogy ebben az esetben

2 4 2

by=Gy=E="t g =y
0 10 é: y 3A2 3A3
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u _“;“, ”;”/ e—(u—u')
b=Gy= [ w-w)(4+t)e 2 —(4-1)e 2

u—¢&

:Ej_a|:(A+l)\E (1) Ell E' EdE'_2(4+1) i(\/Z—ﬂ)lnxdx.

i E| E267%(1-a) l-a

Az integral értékét 1/4 szerint halado hatvénysorba lehet fejteni:

b — 1+\/_+0{\/—1n\/_ a:_i+i_8+
S 9 —Ja 34 34> 154°

(22.13) szerint G, az egy rugalmas iitkozésben fellépo letargiavaltozas négyzetes at-
laganak a fele. Egyszer(i szdmitéassal kapjuk:

o __ u (u_ur)Z e—(u—u) 5__2 a
20 2 l-a 2 1-a
u—=<&
(22.9) szerint tehat
&2 a
0o=l-——2—
26 1-«a

Deutériumra (4 = 2-re) ennek az értéke 0,40; nagy A-ra pedig:
4 4 44

+
34 94 1354°

aog

A fentiekhez hasonlé modon kapjuk, hogy

o

Ezt az integralt is ki lehet értékelni analitikusan:

(1+\/_+a) 2Inea o (ln\/Z)2 a¥? 3
" e i a= ey

4 32 68
=— - - +.oon,

342 154° 454

amivel a; aszimptotikaja
G,y 2 4 34
@ =—"—=—+—+ 3
G, A 54 154

A fentiekben kozolt sorfejtések nagy 4-ra (mintegy 100 felett) nélkiilozhetet-
lenek. A G tényezdk kiszamitdsara szolgdlo integralok, illetve azok analitikus kifeje-
zésel 1/4-val nagyon gyorsan csokkennek. Példaul G;-nek elsé négy 1/4 szerinti de-
rivaltja eltlinik az 4 — o hataresetben, és ez sok kiillonbozé eldjelit mennyiség 0ssze-
geként adodik igy. Ezért kiszamitdsuk soran numerikus nehézségek meriilhetnek fel.
Befejezésiil megjegyezziik, hogy a fenti szamitadsok analitikusan elvégezhetok akkor
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is, amikor a rugalmas szords TKR-ben anizotrop. Természetesen ekkor sokkal bonyo-
lultabb képletek jonnek ki, amelyek hasznalatakor szintén fellépnek az emlitett nume-
rikus problémak.

2.2.2. Egyéb lassulasi modellek

A Greuling-Goertzel kozelités nem az egyetlen kdzhasznélati lassuldsi mo-
dell. A jelen szakaszban el6szor ezek némelyikét ismertetjiik, majd megvizsgaljuk
érvényességiik hatérait.

Mindenekel6tt meg kell jegyezniink, hogy vannak programok, amelyek a neut-
ronlassulast a tényleges szorasi magfiiggvények segitségével irjak le. Ervényességii-
kon nincs mit vizsgalni. A ma hasznalatos programok nagy része azonban olyan id6-
szakban késziilt, amikor a szamitogépi lehetdségek a lassuldsnak ilyen kezelését még
nem tették lehetdvé. Ezért dolgoztak ki akkor a (22.5) alaku modelleket. Mivel azon-
ban e programok ma is hasznélatban vannak, nem keriilhetjiik meg az ilyen tipusu
modellek érvényességének az elemzését. Az egyszeriiség kedvéért a lassulasnak csak
az izotrop részét (¢ = 0) tekintjiik, és feltessziik, hogy a széras TKR-ben izotrop. Ek-
kor mind a, mind b alland6, vagyis u-tol fiiggetlen.

Hérom (22.5) alakt modellt emlitiink meg. Mindegyiket az a és b paraméterek
konkrét értékének a megadasaval definialjuk:

(1) Fermi-modell

Nagy tomegszamil moderatorok esetében megengedhetd a Placzek-tranziensek
elhanyagolasa. Ekkor a = 0 és b = &, vagyis

q(u) = &X' (u)y(u). (22.17)

Az igy kapott Fermi-modellt hasznaljak altalaban az aluminiumnal nehezebb elemek-
re (4 > 27).

(2) Wigner-modell
A reaktorfizika elemeiben a rezonancia-befogas targyaldsakor a Wigner-mo-

dellt hasznaltuk: a = b = & Az alabbi analizisbdl kovetkezik majd, hogy ebben a mo-
dellben

q(u) =& (u)y(u). (22.18)

Azt is meg fogjuk mutatni, hogy ez els6sorban a rezonancidk kezelésére alkalmas.
Hidrogénre a modell egzakt [Brf].

(3) Greuling-Goertzel modell

A Geuling-Goertzel modellt részleteiben targyaltuk az el6zd részben. Nem
ismételjiik meg az a és b paraméterek ott megadott értékeit.

A (22.5) alaku modellek altalanos jellemzoi

Az alabbi analizis kedvéért a szorast TKR-ben izotropnak tekintjiik, és csak az
¢ = 0-hoz tartoz6 mennyiségekkel foglalkozunk. Az egyszeriiség kedvéért el is hagy-
juk a “0” indexet. A letargia eloszlasfiiggvénye

gl > u)=gl'—u)= " , ha0<u-u'<¢
-«
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¢és 0 egyébkeént. Legyen tovabba

u'+e e_(u_u’) e
R - u)=R(u'—u)= J.g(u' — u")du" e ha 0<u-u'<eg
-a
u
¢és 0 egyébként. Ezekkel a jelolésekkel (22.6) igy irhato:
qlu)= jdu';‘?s (' ()R —u).
15
e F gzakt
—G.-G.
10 -
E)
E
=
5 a
I ———
0 \\— x
0 0,2 0,4 0,6 0,8

u-u'
22.1. dbra. Az egzakt és a Greuling-Goertzel magfiiggvény Osszehasonlitasa (4 = 12)

Belatjuk, hogy a (22.5) alakii modellek az aldbbi alakt szordsi magfliggvé-
nyeknek felelnek meg (u-tol fiiggetlen a és b esetén):

g*(ur_u):ie—(u—u’)/a

> : ha  O0<uu (22.192)
a

és
R —u)=2e Ve, ha  O<u'.  (22.19b)
a

Ezek olyan magfiiggvények, amelyek nemcsak legfeljebb ¢ értékii letargiandvekedést
engednek meg, hanem tetszélegeset. A (22.5) alakt modellek tehat folytonos energia-
cserével helyettesitik a valosagban véges energiaugrasokban torténd lassulast. Annak
belatasdhoz, hogy (22.5) tényleg ezeknek a magfiiggvényeknek felel meg, ezeket a
képleteket g(u) legutobbi képletébe helyettesitjiik:

)= [ 2, Wl )R (' i (22.20)

Ezt u szerint derivalva kapjuk a kivant eredményt:

dg _b q

s T T
du a a

ami nem mas, mint (22.5). A Greuling-Goertzel és az egzakt magfiiggvényt a 22.1.
abran hasonlitjuk 6ssze szénre (4 = 12). Szemmel l4that6, hogy a két gorbe alatti te-
rilet eltérd: az egzakt gorbe alatti teriilet nyilvan 1, viszont a Greuling-Goertzel gérbe
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esetében a teriilet 2 =2- 3 - 1

a A 124
megbecsiilhetjiik, milyen hatassal van ez a lassulasi stirliségre. Ha a w(u') fliggvényt

+.... Szénre vonatkozban ez 1,83. (22.20) szerint

allandonak vessziik, az egzakt magfliggvénnyel q(u)z &Yy -t kapunk, a (22.19b)

magfliggvénnyel pedig q*(u) =b2 y -t. Mivel b =¢, ebben a kozelitésben a két las-
sulasi stiriiség megegyezik.

A késobbi analizis kedvéért a kovetkezokben kiszamitjuk a végtelen méreti
reaktorra érvényes rezonancia-kikeriilési valdszinliséget. A 2.1.2. szakasz jeloléseivel
a végtelen méret azt jelenti, hogy B =0. Ha a (21.15) egyenleteket (21.9a), (22.9¢) és
(22.4) felhasznalasaval atrendezziik, majd letargiavaltozora atirjuk, a kovetkezo ered-
ményt kapjuk:

2 (wy(u)=- +6(u). (22.21)

Az egyszerliség kedvéért még azt a kozelitést is alkalmazzuk, hogy a neutronforras az
u = 0 letargian monoenergetikus. Ezt fejezi ki a &u) forrastag. Ezt az egyenletet meg-
szorozzuk a-val és hozzdadjuk a (22.5) egyenlethez:

a2, )+ b2 )]y () = glu) + adu),

amibdl a forrasletargiatol tdvoli letargidkra kapjuk:

q(u)
u)= : 22.22
V)= S o) (2222
Ha ezt (22.21)-be helyettesitjiik, és feltessziik, hogy a forrds letargidjan nincs ab-
szorpcid (2;(0) = 0), egyszerti levezetéssel kapjuk, hogy az U letargiaig vald rezonan-
cia-kikertilési valosziniiség
U

p(0>U)= exp{— g T (5)*‘3)28 (u)du} . (22.23)

Ez a képlet érvényes minden, (22.5) alaka lassuldsi modellre. Az aldbbiakban két ese-
tet vizsgalunk meg a fenti modellektdl fiiggetlen mdodszerekkel, és megnézziik, a ka-
pott végeredmény melyik modellnek felel meg.

Keskeny rezonancian valo abszorpcio

Egy [ szélességli rezonanciat egy négyszog alaku csapdaval kozelitiink: ha
lassulds kozben a neutron ebbe es§ letargiara tesz szert, X, /Y, valdsziniiséggel
abszorbealddik. Ha a neutron utolsé iitkdzését egy ettdl tavoli v’ <0 letargian szen-

vedte, és a rezonanciat a (0, /) intervallumba helyezziik, akkor az abszorpcid valdszi-
nlisége
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mivel a rezonancian kivill Zy(u') = 1/E® g(u'—u) azért emelhet6 ki az u szerinti integ-
ral alol, mert a rezonancia keskeny, tovabba ugyanezért irhatjuk, hogy

0
Ig(u')du': 1.

Ezzel a rezonancia-kikertiilési valosziniiséget kozelitdleg a

T SO () NN (' DR () N
R N AISANE p{ Iz za<u>+zs<u>d}

alakra hozhatjuk. Ha tobb rezonanciat egyiitt tekintiink, akkor az eredd valosziniliség

p0-U)= exp{_ { £, (uE)+(?2 (u)d”}

alakban adoédik, ami a Wigner-modellnek felel meg. Ez a modell tehat a rezonancia-
abszorpcid targyaldséra alkalmas elsdsorban.

Kicsi és lassan valtozo 2,/2; arany

Legyen c(u) = 23(u)/2y(u) az u letargia lassan valtozé fliggvénye. Ebben az
esetben (22.21) igy irhat6:

5(u)_dg_g‘) AT

crer

Ha e két egyenletbdl kikiiszoboljiik a 2y szorasi stiriiséget, a forrasletargiatol tavol a

q(u)z—? ! dq(u’)R(u'—u) du’

eredményt kapjuk. Az aszimptotikus megoldast keressiik a

Gasz. () = exp{— Tm(u ")du } (22.24)

0

alakban, ahol m(u) egy késdbb meghatarozandd, szintén lassan valtozé fliggvény. Ezt
a probakifejezést az elobbi egyenletbe helyettesitve és kihasznalva, hogy c(u) és m(u)
lassan valtozo fliggvények (vagyis az integral aldl kiemelhetdk), a kovetkezd egyenle-
tet kapjuk m(u)-ra:

m(u)il[R(u' —u) exp{jm(u")du'} du' = c(u). (22.25)

0 u

¥ Ez a forrasenergiatol tavol, abszorpciomentes kozegben kialakulé szorasi siirtiség.
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Latszik, hogy m(u) is kicsi, ha c(u) kicsi. Ezért elsé kozelitésben az integraljel alatti
exponencialis kifejezést 1-nek vehetjiik, és igy

u

m(u)jR(u' —u)du' = m(u)G,o = m(u)é = c(u).

0

Magasabb rendii kozelitést kapunk, ha az exponencialist az elsé rendig sorba fejtjiik.
Az elsd rendil tagban alkalmazzuk a

]t.m (" )du" ~ (e —u')m(u)

kozelitést. Ezzel azt kapjuk, hogy
m(u)Go—m(u) Gy) = ¢(u)

(v0. (22.7b)). A (22.9) képlet alapjan ezt tovabb alakithatjuk:
m(u )& +m(u) - a)= mu)& +clu)-a) = clu),

vagyis

(u)z C _ Za _ Za
E+ca EX +aX, bX,+aX,’

mivel a tekintett esetben b= & Ezt (22.24)-be helyettesitve kapjuk a rezonancia-
kikertilési valoszinliséget:

p(O—)U):exp{—lJ{ A0 ( )du},

aZ, (u)+bZ(u

ami éppen a Greuling-Goertzel kozelitésnek felel meg (vo. (22.23)). Ezt a kozelitést
tehat a rezonancidktol tavoli letargidkon célszerli alkalmazni, ahol valoban fel lehet
tételezni, hogy a 2;/2; arany kicsi és lassan valtozik. A rezonancidk kozelében viszont
valami specialis eljarasra van sziikség.

2.3. Attérés a sokcsoport-kozelitésre

A konzisztens B és P; egyenleteket sokcsoport-kozelitésben oldjuk meg. Az
alabbiakban ezt a Magyarorszagon kifejlesztett GRACE program ismertetése révén
targyaljuk. Mint mar a 2.1. alfejezetben emlitettiik, ez a program (21.20)-ban a “-”
egyenleteket oldja meg:

2(Ey _(E)-iBJ_(E)= [ £(E'— E)y_(E'WE'+F_(E),

o0

B.5)- 2 (EW_(E) -2y ()= [ 55 > EV_(E e

A 2.1.2. részben megmutattuk, hogy y. = i és J_=—J,. Ezért a “-” indexet y melldl
elhagyhatjuk, viszont J esetében célszerli megtartani.



23.1. tablazat. A GRACE program csoportszerkezete

g E,(eV) Uy Au,

1 7,189-10° 0,33003 0,33003
2 5,169-10° 0,65991 0,32988
3 3,716:10° 0,98994 0,33003
4 2,671-10° 1,32013 0,33019
5 1,920-10° 1,65026 0,33013
6 1,382-10° 1,97978 0,32952
7 9,926-10° 2,31001 0,33023
8 8,2085-10° 2,50000 0,18999
9 5,130-10° 2,97006 0,47006
10 3,688:10° 3,30008 0,33002
11 2,652:10° 3,62985 0,32977
12 1,906:10° 3,96016 0,34031
13 1,370-10° 4,29036 0,33020
14 5,572-10* 5,19000 0,89964
15 2,265-10" 6,09018 0,90018
16 9,210-10° 6,99005 0,89987
17 5,5308:10° 7,50000 0,50995
18 1,522-10° 8,79031 1,29031
19 619 9,68999 0,89968
20 251,7 10,5899 0,8999
21 190 10,8710 0,2811
22 135 11,2128 0,3418
23 110 11,4176 0,2048
24 82 11,7113 0,2937
25 63 11,9749 0,2636
26 45 12,3114 0,3365
27 32 12,6523 0,3409
28 26 12,8600 0,2077
29 20 13,1223 0,2623
30 15 13,4100 0,2877
31 11 13,7202 0,3102
32 8,0 14,0386 0,3184
33 5.4 14,4317 0,3931
34 3,15 14,9707 0,5390
35 1,84 15,5083 0,5376
36 1,4 15,7816 0,2733
37 0,625 16,5881 0,8065
38 0,40 17,0344 0,4463
39 0,20 17,7275 0,6931
40 0,0 +00 -
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Ezeket az egyenleteket atirjuk letargiara, tovabba szétvalasztjuk a rugalmas és
rugalmatlan szorast. Az elobbit a 2.2. fejezetben bevezetett lassulési stirtiségek segit-
ségével fejezziik ki. Az utdbbirol feltételezziik, hogy LR-ben izotrop. Ezzel a fenti
egyenletek a kovetkez6 alakba mennek at:
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5 ()18 () = () - dngf“) ) £, (253.12)

6.5) 2 0) - Zo) = 2 ) 402, 3.1
ahol

1) = [ 2’ >y’ 23.2)

a rugalmatlan szorasok altal létrehozott forras. A fluxus (21.25a) szerinti normalasa
miatt irhattuk az F (E) hasadasi forras helyére az f{E) hasadasi spektrumot (amely
(23.1a)-ban mar f{u)). Amint a 2.1.3. szakaszban targyaljuk, a J (u) és q;(u) fiiggvé-
nyek tiszta képzetesek, amikor B valos, és valdsak, amikor B képzetes. Ennek a kon-
zekvenciaira a kovetkezékben még visszatériink.

Az 1.2. alfejezetben altaldban targyaltuk a neutronlassulds leirdsara szolgald
lassulasi modelleket. Most ezt konkretizaljuk. A reaktort alkoto izotopok azonositasa-
ra bevezetjik a “k” indexet, amelynek a segitségével a fenti egyenletekben szerepld
barmelyik makroszkopikus hataskeresztmetszet igy irhato:

$=Y Nyoy . (23.4a)
k

ahol N a “k” indexii izotop magsiirlisége. Ha ezt a rugalmas szo6rdsi magfliggvényre
alkalmazzuk, azt kapjuk, hogy a lassulasi stirliségek is az egyes izotdopokra kiilon-
kiilon vonatkozo lassulasi stiriiségek 0sszegei:

q,(u)= Y g ), (=0 & 1. (23.4b)
k

Ez a felbontas lehetové teszi, hogy az egyes izotdpokra kiilonb6zo lassulasi modelle-
ket hasznaljunk. A GRACE program esetében a kovetkezd jeloléseket vezetjiik be:

. A “F” indexet alkalmazzuk azokra az izotopokra, amelyekre a (22.17) egyenlet
szerinti Fermi-modell vonatkozik. A GRACE esetében ezek az aluminiumnal
nehezebb elemek (4g > 27).

o A “f’ indexet alkalmazzuk azokra az izotdpokra, amelyek esetében /= 0-ra a
(22.5) egyenlet szerinti Greuling-Goertzel-modell vonatkozik. A GRACE ese-
tében ez az 4y < 27 elemeket jelenti.

. A “h” indexet alkalmazzuk azokra az izotopokra, amelyeknél / = 1-re is a (22.5)
egyenlet szerinti Greuling-Goertzel-modell vonatkozik. A GRACE esetében ez
harom elemet jelent: hidrogén, deutérium és berillium. A tobbi elemre tehat el-
hanyagoljuk az d&ramra vonatkozo lassulast.

Ha nem sziikséges ezek kozott az esetek kozott kiilonbséget tenni, tovabbra is az alta-
lanos “k” indexet hasznaljuk.’

2.3.1. A sokcsoport-modellhez tartoz6 mennyiségek

A sokcsoport-egyenletekhez Uigy jutunk, hogy — az éltalanos szokés szerint — a
folytonos letargiavaltozoban felirt (23.1) egyenleteket integraljuk az egyes csoportok-

? A szovegben hol “elemré]”, hol “izotoprol” beszéliink. A kettén ugyanazt kell érteni.
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ra vonatkozdan. El6szor bevezetiink néhdny jelolést. Az egyes energiacsoportokat a
“g” indexszel jeloljiik. A g-edik csoport hatdrai: (ug_1, ug). Az €ls6 csoport also hatara
uo=0."" Az utolsd a termikus csoport, amelynek a felsd hatara (letargiaban) +oo. E
tartomany targyalasa kiviil esik a lassuldselmélet keretein, ezért a termikus csoporthoz
tartozd csoportallandok meghatarozasat egy masik fejezetben targyaljuk. Egyeldre
csak annyit tételeziink fel, hogy az alabbiakban definialt csoportallandoknak ezt a ré-
szét egy kiilon programmal ki tudjuk szdmitani. Az egyes csoportok hatarai a 23.1.
tablazatban talalhatok.

A g-edik epitermikus csoportra vonatkozoan definidljuk az aldbbi mennyisé-
geket:

csoportfluxus: D, = Iw(u)du
Uy
Mg
csoportaram: Jg=-1 JJ (u)du
Uy
Mg
csoportforras: Sq = .[ f (u)du
Uy
Mg
rugalmatlan szoras: I, = II (u)du
Uy
lassulasi stirtiség: 9ok =40k (u P )
9g =244k
k
anizotrop lassulési strtiség: Pk =—1qy (u g )
pg z pgk
k
1f
csoportallandok: ok = J'Zé’f (hy(u)du,x =t a,s, f,in ...
D, 0
_ t
h, =h(B, 5!
ahol
2;‘:2 ok > x=t,a,s,fin, ...
k
tovabba

g ugfl g-1
u u
1 F Gouu) 1 ¢
Sk = ———du &(u)du
¢ Aug uj 2]? (u) Aug uj

' Ez a GRACE program esetében az E, = 10 MeV energianak felel meg.
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Az itt szerepld G,, és a, mennyiségeket a (22.11), illetve a (22.5) és (22.7) képletek-
ben definidltuk. Mostani képleteinkben feltiintettiik, hogy mindegyiket a “4” indexii
elemre vonatkozoan kell alkalmazni.

2.3.2. A sokcsoport-egyenletek és megoldasuk

Az eldz6 szakaszban bevezetett mennyiségek segitségével gy kapjuk meg a
sokcsoport-egyenleteket, hogy a (23.1) egyenleteket integraljuk a g-edik csoportra:
t
2 p @g + BJ

_ S
g _chbg +tqg1—4g +Sg +Ig,

¢ B s
he2'oJ o _E‘Dg _Jg%:‘vgk/“gk tPg1~Pg -

Az utobbi egyenlethez igy jutottunk, hogy az integralas el6tt a (23.1b) egyenletet —i-
vel beszoroztuk.

B? > 0 mellett az el6bbi mérlegegyenletben a BJ, tag akkor jelenti a neutronki-
folyast, ha a valés J, mindegyik csoportban pozitiv. Igy jelenti a J, mennyiség a szok-
vanyos értelemben vett neutrondramot. B” <0 esetében a (21.26) egyenleteket kell
integralni (B = ix):

2, D, — K]

_ yS
g _Egcbg +tqg1—4g +Sg +1g,

t K _ S
he2'oJ o _E@g _Jg;ngf“gk TPg17Pg>

amelyben a csoportaramot a

Mg
Jg = J.J_ (u)du
Uy

egyenlettel definialjuk, hiszen a 2.1.3. szakaszban lattuk, hogy ilyenkor J () valés. A
két esetre vonatkozoan a kovetkezd konvencidval tudunk egy kdzos egyenletrendszert
felirni. Megéllapodunk abban, hogy a B>> 0 esetben B eléjelét pozitivnak, a B <0
esetben pedig negativnak Veilasztjuk.11 Ezzel a sokcsoport-egyenletek mindkét esetben
érvényes alakja a kovetkez6:

t _ S
2@, +BJy =2,Dy+qg 1 —qy+Sg+1,, (23.10a)

" Az igy definialt negativ elbjelii B jelentése tehat —x.
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h,2tJ —qu =J, . % + - (23.10b)
g=g’le T3 %2 T gk gkHgk T Pg-1~ Pg - :

A most bevezetett konvencioval a (21.27b) és (21.27¢c) 0sszefliggések szintén egyet-
len egyenletben egyesithetdk:

Py =1-) BJ,. (23.11)
g
A lassulasi stiriségekre a (22.10) egyenletek integralasa révén kapjuk meg a

sokcsoport-egyenleteket. Egyelore nem tesziink kiillonbséget az f'és F elemek kozott,
vagyis az altalanos “k” indexet hasznaljuk. EI8bb (22.10)-et integraljuk ¢ = 0 mellett:

Ao (”g )— Ao (“g—l )]

Aug

Au
2

£ (qgk +qg—1,k)+ Loy (qgk —qg—l,k)= fgkzgkqjg[l—

A Fermi-elemekre ezt ugy specializaljuk, hogy a =0 és 7'=0. Ezzel kapjuk a rajuk
vonatkoz6 lassulési striiséget:
@

SN Ea T (23.12a)

QgF = Au

g keF

mivel ezekre az elemekre g, = go_1. A Greuling-Goertzel elemek esetében tovabbi je-
16léseket vezetiink be:

Mo gp = NpM g,
Sk ok = NiOg,
Aok (“g)—%k (ug—l)

Sok gk[l— - ]:Nk@gk‘
g

Ezekkel a jelolésekkel a fenti egyenlet igy irhato (a k—fjelolésvaltassal):

Au, . Au,
Ty + = iy =N, Oy @, = Ty -5 g (23.12b)

A (22.10) egyenletnek ¢ = 1 mellett valo integralasaval kapjuk az ezzel analog egyen-
leteket a #-elemekre. A fentiek mintajara bevezetjiik a

-kt

n gk< gk Au

J:Nngk
g

jelolést, €s igy a h-elemekre a
Au

2.+, vy |z, s (23.12¢)
gh > Pgn HMlghsd g =| Lgh > Pg1,h .

egyenlet adodik. Befejezésiil ki kell fejezniink az I, rugalmatlan szorasi forrast a
neutronfluxussal:
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g1

m

I, =) Tga,, Dy, (23.12d)
g'=l

ahol a,, annak a val6szinlisége, hogy a g'-edik csoportban rugalmatlanul szérodott

neutron energiaja a g-edik csoportba esik. a4, annak a valdsziniisége, hogy a g-edik

csoportban rugalmatlanul szérodott neutron nem keriil ki a g-edik csoportbol. Ezt az

alabbiakban az (1 —ag,) tényezdvel vessziik figyelembe: (1 — g, )2;“ annak a ru-

galmatlan szordsnak a hataskeresztmetszete, amely kivezet a g-edik csoportbol.

A (23.10) és (23.12) egyenletek jelentik a sokcsoport-kozelités alapegyenlete-
it, amelyeket az alabbi kezdoéfeltételekkel kell megoldanunk. A letargiaskala alapjaul
vett £y =10 MeV energiat ugy valasztottuk meg, hogy az ennél nagyobb energiaja
neutronok fluxusat elhanyagoljuk, vagyis a g = 1 csoport alsé hataran a lassulasi stirii-
ségek eltlinnek:

qox = Por =0 minden “k” indexre. (23.13a)

A termikus csoport felsd hatardn hasonlé értelmt feltételt irhatunk fel. Lévén ez az
utolso csoport, a neutronlassulds nem vezethet ezen tul, vagyis a g = gy, csoport felsd
hataran szintén eltlinnek a lassulési striiségek:

dg .k = Pg,k =0 minden “k” indexre. (23.13b)

A lassulasi egyenletrendszer megoldasahoz elébb kifejezziik (23.12b)-bdl a g-
edik csoporthoz tartozo lassulési stirtiséget:

Au
N Oy Ty =" N Oy Au
f : g
= )] =—=@ l-———— .
def Ay et Aug Ig-1.1 Auy ¢ + Au, dg-1f
Lor + Lor + Lor + Lor + >

Ha ezt, tovabba a (23.12a) és (23.12d) osszefiiggéseket (23.10a)-ba helyettesitjiik, a
kovetkezot kapjuk:

(le@g +a12Jg =0{13, (23143)
ahol
. N 0, N,O
e k k

oy =2+ (1mag P + 3y S (23.15a)

f Fgf +Tg keF g
(241) :B, (2315b)

Au
0{13 = Sg +Ig +qg—1,F +Z—gAqu_1».f . (2315C)
"y

Ugyanezeket az atalakitasokat a (23.10b) és (23.12c) egyenletekkel elvégezve kapjuk:
0{21@g +a22Jg =0r3, (2314b)

ahol
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8]
NyH g
Ay =hyZy =Y Ny My +Z—A‘°’u, (23.15¢)
k M Zg+—%
Au
Oy = Z—gAng—l,h : (23.15%)
g
" Z g+ 5

A (23.14) egyenletek kozvetleniil megoldhatok g = 1-re, hiszen a kezdeti felté-
telek miatt (23.15a)-ban a3 =S|, tovabba (23.15f)-ben a3 = 0. Ezzel megkapjuk @&;-
et és Ji-et, amelyeket a (23.12a) —(23.12d) egyenletekbe helyettesitve kiszamitjuk
rendre qig-et, qi-et, pip-t és I1-et (minden f- és h-elemre). Ezzel alkalmazhatdva val-
nak a (23.15¢) és (23.15f) képletek g = 2-re, vagyis a (23.14) egyenletek megoldhato-
va valnak g =2-re. Ezt az eljarést folytathatjuk minden tovabbi g-re a termikus cso-
portot megeldzd csoportig. A termikus csoportot a tobbitdl az kiilonbozteti meg, hogy
az abbdl kivezetd lassulasi stirtiségek eltiinnek, tehat nincs sziikség a (23.12) egyenle-
tek alkalmazasara.'” Ezzel a (23.14) egyenletrendszer a termikus csoportban az alabbi
egylitthatokkal érvényes

— a J— —
= thh ’ @12 = B’ 213 = qgth_l’F +;qg1h_laf ’
5]
_ P _ t _
p=-3, On= Mg D NiM, 4, U3 =D Pg 1
% 7

Ebbdl kovetkezik, hogy a termikus csoportra vonatkozdan a kovetkezd mennyiségeket
kell egy kiilon programmal kiszamitani:

a S f S
th> the V2> 2t -cos.

A hasadasi hataskeresztmetszet a (21.25a) és a (23.31) képletek alkalmazasahoz kell.
Latszik tovabba, hogy a termikus csoport szamara a forrast a termikus csoport felsd
hatarara vonatkozo lassulasi stirliség, vagyis — a fenti jelolésekkel — az ;3 mennyiség
jelenti.

2.3.3. Az aktiv zona és a reflektor kezelése

A GRACE program az aktiv zonaban a 2.1.3. szakaszban leirt eljarast alkal-
mazza. Ezzel a program kiszamitja a kritikus allapothoz tartoz6 neutronspektrumot és
ebbdl — a 2.4. alfejezetben leirt modon — a kevéscsoport-allandokat. Ehhez mar csak
annyit tesziink hozza, hogy a program szamara bemend adat a (21.27) szerinti iteraci-
o0k maximalisan megengedett szama. Ha ezt 1-re korlatozzuk, a kiszdmitott neutron-
spektrum B kezd6értékéhez fog tartozni. Igy tehat gyakorlatilag tetszdleges reaktivi-
tasra vonatkozoan kaphatunk neutronspektrumot és kevéscsoport-allandokat.

A lassulaselméletnek azonban nem csak az aktiv zonara, hanem a reflektorra
vonatkozoan is kell kevéscsoport-allanddkat szolgéltatnia. A reflektorral kapcsolatban

12 (23.12d)-t61 més okbol tekintiink el: a termikus csoportban mér nincs rugalmatlan szoras, tovabba az
oda vezet6 rugalmatlan szoras is elhanyagolhato.



48

az a f0 probléma, hogy nincs benne sajat hasadasi forras, a benne kialakul6 neutron-
fluxust a mellette levo aktiv zonabol kifolyd neutronok hozzak 1étre. Ennek kiszami-
tasara a P; kozelités keretében az lenne a korrekt megoldas, hogy végesdifferencia-
modszerrel megoldjuk a z-t6l fiiggd P, egyenleteket. Az aszimptotikus kozelités kere-
tében viszont csak (21.20) alaku egyenletet oldhatunk meg, amelyben a reflektort a
kovetkezOk jellemzik: B képzetes és Fi(E) = 0. Ennek megoldhatdsagéhoz sziikséges
valamilyen kiilsé neutronforrast felvenni, amely nem lehet mas, mint az aktiv z6nabol
kifoly6 neutronok spektruma:

S (u) _ BJ aktivzona (u)

= .
I BJ aktivzona (u l)du’
0

(23.20)

Mint az aldbbiakbol latni fogjuk, ezzel a kiegészitéssel a lassulédsi egyenletek
megoldhatok. Az igy adodo reflektorspektrum és beiteralt B az aktiv zonatdl tavol
lesz érvényes, ahol mar fel lehet tenni, hogy z fliggvényében a fluxus minden u-ra
ugyanazzal a B relaxécios allanddval csokken. Az ezzel a spektrummal szamolhat6
kevéscsoport-dllandok aligha lesznek érvényesek az aktiv zona kozelében, tehat nem
alkalmasak arra, hogy az aktiv zéna és a reflektor hatardnal hasznéljuk oOket a
kevéscsoport-diffuzids egyenlet megoldasara. Ezért a GRACE program egy kozelitd
eljarasra épiil, amelytdl varhatd, hogy éppen a két tartomany hataran jol hasznalhato
kevéscsoport-allandokat szolgaltatasson.

A reflektornak az aktiv zona kdzvetlen kdzelébe esd részén a neutronfluxus z
fliggvényében kiilonb6z6 letargiakra kiilonb6z6 moddon csdkken. Ezt elsd kozelités-
ben egy az u letargiatol fliggd B-vel vessziik figyelembe. Ekkor a (21.20) egyenletek
igy irhatok:

2wy (u)=Lo(u)+S(u)+1(u), (23.21a)

1B, 2)5, () = Ly ) + M (2321b)

amelyekhez jarul még a
B(u)J(u)=S(u) (23.21c¢)

Osszefiiggés 1s, amely azt fejezi ki, hogy ami az aktiv zonabol kifolyik, az a reflektor-
ban forrasként megjelenik. A S(u) forrastagot (23.20)-ban definialtuk."

A 2.3.2. szakaszhoz hasonldan alkalmazhatjuk a sokcsoport-kdzelitést, vagyis
— egy eltéréssel — tovabbra is érvényesek maradnak a (23.10) — (23.13) egyenletek. Az
egyetlen eltérés abban 4ll, hogy (23.10a) baloldalan nem szerepel J,. Ennek megfele-
18en a (23.14) és (23.15) egyenletek valtozatlanul érvényben maradnak, de a mondot-
taknak megfeleléen (23.15b) helyett o, =0 all. B(u)-nak a g-edik csoporthoz tartozé
értékét B,-vel jeloljiik.

A reflektorra vonatkoz6 sokcsoport-egyenletek tehat a kdvetkezOképpen old-
hatok meg. (23.14a)-bol

a3

cbg =—= (23.22a)
a1

1> Az itt bevezetett B(u) mennyiség a (21.26) egyenletekben szereplé x-nak felel meg, tehat rd nem
vonatkozik az aktiv zénéra a 2.3.2. szakaszban bevezetett eldjel-konvencio.
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A neutronaramot (23.21¢)-bdl kapjuk:

S
J. =

Sz 23.22b
= (23.22b)

de ez egyeldre nem alkalmazhatd, mert még nem ismerjiik B, értékét. Ezt ugy kapjuk
meg, hogy J,-nek a (23.22b) szerinti képletét (23.14b)-be helyettesitjiik, ami B,-re
vonatkoz6an masodfoku egyenletre vezet:

2 78
BgT+BgC¥23 —azzsg =0.

Ennek az egyenletnek a pozitiv megoldasa

4
B, = 7 , (23.22¢)
3%
amit (23.22b)-be visszahelyettesitve kapjuk a neutrondramot. Befejezésiil megjegyez-
ziik, hogy B, kozelitésben 4, fiigg B,-t6l. Emiatt minden csoportban kiilon iteraciora

van sziikség. Ez az iterdci6 elmarad a P, kozelitésben.

2.3.4. Rezonanciaabszorpcio és -hasadas

A 2.2.2. szakaszban lattuk, hogy a Greuling-Goertzel kozelités nem alkalmas a
rezonanciaabszorpcid és rezonanciahasadas leirasara. Emiatt a GRACE program kii-
16n kezeli a rezonanciakat. Az eljaras a rezonanciaintegralokon alapul, amit az >**U
1zotopra vonatkozdan ismertetiink. Mas izotopok esetében az eljaras hasonlo.

Rezonanciaintegralok

Hellstrand kiilonbozo fiitdelemrudakra vonatkozéan kimérte a teljes energia-
tartomanyra vonatkozo rezonanciaintegralt, €s azt talalta, hogy UO,-re az jol kozelit-
hetd a kovetkezd félempirikus képlettel:

Rgp =4,151+26,6, /i (barn), 0,08 < S o7 (23.25)
M M

ahol S a rud feliilete (cm?), M a rud tdmege (g).'* Ez a képlet UO, iizemanyagra érvé-
nyes. Hasonl6 formulat mért ki Hellstrand fém uran {izemanyagra is. A GRACE prog-
ram esetében 2*U-ra a g = 17-33 csoportok tartalmaznak erds rezonancidkat. Gyenge
rezonancidk vannak a nagyobb energiakhoz tartozo csoportokban is (g < 17), de eze-
ket a program a Greuling-Goertzel kozelitéssel veszi figyelembe. Emiatt a Hellstrand-
formulaval kapott értéket csokkentjilk a nagy energiakhoz tartozo jarulékkal (R?P ),

tovabba alkalmazunk egy Un. drnyékolasi tényezot:

R, =alRgy - RY). (23.26)

4 Az itt szerepl$ “SP” index az angol “single pin = maganyos rad” kifejezés roviditése.



50

Itt az “L” index'® arra utal, hogy ez a rezonanciaintegral nem egyetlen, magaban 4116
rudra, hanem egy fiitéelemracsban levo rudra vonatkozik. Az « tényez6 azt veszi fi-
gyelembe, hogy a szomszédos rudak hatdsa csokkenti a rezonanciaabszorpcidé mérté-
két, vagyis a rezonanciaintegralt. Kiszamitasa az un. Dancoff-korrekcio révén torté-
nik, amelyrdl a késobbiekben lesz sz6. Végiil bevezetjiik az 1-re normalt ¢, eloszlas-
fliggvényt, amely megadja, hogy a (23.26) alatti rezonanciaintegral mely hanyada esik
a g-edik csoportba:

AR, = g Ry . (23.27)

crer

rozva megadja a tényleges rezonanciaabszorpcid mértékét. Legyen a fiktiv fluxus a g-
edik csoportban @, Ezzel a g-edik csoportban bekovetkezd teljes rezonanciaab-
szorpcidt a kovetkezo képlettel szamithatjuk ki:

(R4), =" N;ARY @y, . (23.28a)
k

Itt ismét bevezettiik a “A” indexet, mivel a (23.25) — (23.27) képleteket mindegyik re-
zonanciaizotopra alkalmazni kell, és a teljes rezonanciaabszorpcio a rajtuk bekovet-
kez0 részleges rezonanciaabszorpcid 0sszege. Ha ugyanezt a gondolatmenetet a rezo-
nanciahasadasra alkalmazzuk, a

(RF), =3 Ny ARy @y, , (23.28b)
k

ahol az “f” fels6 index arra utal, hogy most az abszorpci6 helyett hasadasrél van szo.

A GRACE program ezeknek a képleteknek egy mddositott alakjat alkalmazza.
Az a helyzet ugyanis, hogy — az alabb ismertetett algoritmus szerint — a lassulasi stir(i-
ség numerikus okokbol negativva valhat. Ez elkertilhetd, ha (23.28a) helyett a

(R4), =qq4(1-P,) (23.29a)

képletet hasznaljuk, ahol

Py
P, = exp{— £ ZNkAng} (23.29b)
qg—l k

a g-edik csoporthoz tartozé rezonancia-kikeriilési valosziniiség.'® A hasadéasra vonat-
kozo rezonanciaintegralt (23.28a) és (23.28b) kombinacidja révén szamitjuk ki:
N(AR}
(RF) g =2 (RA),. (23.29¢)
Z Ny ARg
k/

Amikor az abszorpciora vonatkozd rezonanciaintegralt az egyes izotopokra kivanjuk
szétbontani, ezzel analdg képletet haszndlunk:

15 “Lattice = racs” angol sz6 roviditése.
' Vigyazzunk a jelolésekre: a most definialt mennyiséget nagy betiivel (P) irtuk, amely megkiilonboz-
tetendo a kis betiivel irt (p) anizotrop lassulasi stirtiségtol!
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N AR
2 VARG
k'

Konnyen belathato, hogy AR, — 0 esetén a (23.29) képletek atmennek a (23.28) kép-
letekbe.

(RA)gk =

(R4), . (23.29d)

A sokcsoport-egyenletek modositasa

A (23.10a) sokcsoport-egyenletben két részre kell bontanunk az abszorpciot
leir6 tagot: a lassan valtozo hataskeresztmetszetek jaruléka (amelyekre érvényes a
Greuling-Goertzel modell) és a rezonanciaabszorpcié jaruléka. Ha az utdbbit az
egyenlet jobb oldaldra vissziik, akkor (23.10a) a kdvetkezd alakba megy at:'’

Blg+2g @y +qy =S, +1, +q4P,, (23.30a)

ahol Pg-t (23.29b)-ben definialtuk, tovabba X Z* a lassan valtoz6 (vagyis nem-rezo-

nancia) abszorpcids csoportallandok Osszege a g-edik csoportban. Az egyenletben
szerepld® @y, fiktiv fluxus kiszdmitasaval késobb foglalkozunk.

A neutrondramra vonatkozo (23.10b) egyenletet hasonlé modon kell 4talakita-
ni. Ebben tulajdonképpen a p(u) lassulasi stirliséghez is kellene egy kiilon rezonancia-
integralt bevezetni, de ezt az alabbi megfontolas segitségével megkeriiljiik. Amikor a
(23.10b) sokcsoport-egyenletet felirtuk, hallgatdlagosan mar alkalmaztunk egy kozeli-
tést. Szigortian véve ugyanis a kovetkezd alaku csoportallandokat kellett volna hasz-
nalnunk ebben az egyenletben:

u

: 17

b= [V
e

mindegyik, a “k” indexszel azonositott izotopra. Ehelyett (23.10b)-ben is ugyanazokat
a fluxusra atlagolt csoportallandokat hasznaltuk, mint a (23.10a) egyenletben, ami a
kovetkezod kozelitésnek felel meg:

T 5wl 2 g,

1 4
w=— 12
gk =7 ;.. k(“ l//(u)

g u
Ebben a felfogasban az dramra vonatkozo6 rezonanciaabszorpcio legjobb kozelitése a
kovetkezo:

~L_gJ§ )duzg
Jq @y

-1

Jo

ZNk _[ u)J () ~ g 1(1 P )@

g 1

g-1
fgy (23.10b) helyett a kovetkezd egyenletet kapjuk:
1

B * S,
_¥¢g+[hg2£’ _ZNkMgijg+pg :pg—l_hgqg—l(l_Pg)@g )
k g-1

(23.30b)

A X ; @, tagot mindkét oldalbol kivonhatjuk.
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ahol X ga lassan valtozo (nem-rezonancia) hataskeresztmetszetek Osszege a g-edik

csoportban.

A (23.30) egyenleteket olyan modon rendeztiik, hogy rogton vilagos legyen,
hogyan médositandok a (23.15) képletekben felirt a egyiitthatok. Befejezésiil megad-
juk, hogyan kell ebben a kozelitésben az (21.25a) szerinti sokszorozasi tényezot ki-
szamitani:

ketr = Y VEg @y + 3 (RF), , (23.31)
g g

ahol a “*” fels6 index — az eddigiekhez hasonléan — a lassan valtoz6 (nem-rezo-
nancia) hasadasi hataskeresztmetszetek Osszegét jelenti a g-edik csoportban, tovabba
(RF)-t (23.29¢)-ben definialtuk.'®

A fiktiv fluxus szdmitdsa
A g-edik csoporthoz tartozd @y, fiktiv fluxus — definicié szerint — az ahhoz az

esethez tartozo fluxus, amelyben a g-edik csoportban nincs rezonanciaabszorpcid. A
fiktiv fluxust tehat a kovetkezd egyenletbdl szamitjuk ki:

2 ()@ (u)= Ly (u)— BTy (u). (23.32)

Itt a @-hez és a J-hez tett “0” index a fiktiv fluxusra és aramra utal. Lo-at (21.6a)-ban
definialtuk. Az egyenletben nem szerepel az f(u) hasadasi spektrum, mivel a rezonan-
ciacsoportokban ez mar zérus.

Amikor a g-edik csoporthoz tartozo fiktiv fluxust szamoljuk, mar ismerjiik az
1,2, ..., (g-1) csoportokhoz tartozo fluxust és aramot. gy az Lo(u) forrastagot kozvet-
lentil ki tudjuk szamitani:

_ 1 s, @g'
Lo(ug_l)_;—l—ak §2gk Aug

2
4, -1
ap = ,
A4 +1
Ay a “k” 1zotop tomegszama. A g'-re vonatkozo Osszegzés (g — 1)-ig tart, és annal a

csoportnal kezdddik, amelybe (1,1 + Inay) esik. A (23.33) képlet levezetésében abbol
indultunk ki, hogy

Iexp{— (ug_l —u)}du, (23.33)

ahol

u

2 ool -

g

1

annak a valdsziniisége, hogy a g'-edik csoportban a “k” izotdpon valo szorodés a neut-
ront az ug1 koriili du’ letargiaintervallumba viszi. A g'-edik csoportban a “k” izotopon
valo szorasi silirliség 2%, @, , végiil du/Augy annak a valosziniisége, hogy a szorodas

az (u, ut+du) intervallumban torténik. A (23.33) képlet ezek szorzatat 6sszegzi mind-

'® Természetes, hogy a masodik tagban a g csoportindexre valé osszegzés csak azokra a csoportokra
terjed ki, amelyekben rezonanciahasadés van.
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egyik szoba jovO csoportra és izotopra, amelyet du'-vel osztva valdban Lo(ug1)-et
kapjuk.
A (23.32) egyenletet u = u,_;-re irjuk fel:

2 (ug_l )@0 (ug_l)z L (ug_l )— BJ, (ug_l )
Ha ebben a fiktiv &ramra megengedhetd

Au

Jo(ug_l)z 1
P

kozelitést alkalmazzuk, a fiktiv fluxusra a

1 Jost
Dy, ~ l:LO(ug_l)—B g } (23.34)
g-1

kozelitd képletet kapjuk.

2.3.5. Rezonanciaintegralok korrekcioi

A (23.25) alatti alaka rezonanciaintegralok elméleti alapjat az un. ekvivalen-
ciatételek jelentik, amelyek 1ényegét a reaktorfizika elemeibdl ismerjiik, de a késObbi-
ek érdekében Osszefoglaljuk. Homogén keverékekben levd abszorbensek egyetlen re-
zonancidra vonatkozo rezonanciaintegralja a kdvetkez6 modon fligg a o, potencial-
szoOrasi hataskeresztmetszettol:

n 1 o,

Il =—0)—
eff 2 OE

) (23.40)
r

o, (00 to, )
ahol o) a rezonancia maximalis hataskeresztmetszete, I, az abszorpcids szélesség, E;
a rezonanciaenergia. Ebben a képletben o;, az abszorbens mag o, potencialszorasi
hataskeresztmetszetének €s a moderator hataskeresztmetszetének egy abszorbens nuk-
leonra esd jarulékdnak az Gsszege:

z
Oy = T+ (23.41)

a

ahol 2, és N, a moderator makroszkopikus (szorasi) hataskeresztmetszete, illetve az
abszorbens magstrisége.

Egy magaban 4ll6 rad esetében 2, helyére 1/ ‘ helyettesitendd, ahol / arud
atlagos hurhossza:

= (23.42)
S
J a rud térfogata, S a feliilete. Mivel V' a radban levd abszorbens anyag tomegével
aranyos, a rezonanciaintegral végs6 soron a (23.25) képletben szereplé S/M héanya-
dostdl fiigg, mivel az M tomeg a V térfogattal aranyos. Ez a Hellstrand-formula elmé-
leti alapja. A (23.42) képlet levezetését a jelen szakasz végén megadjuk.
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Mindennek alapja viszont az a Wigner Jen6tdl szarmazo kozelités, hogy annak
Py valoszintlisége, hogy az abszorbens rudban keletkezd neutron {itk6zés nélkiil kijut a
rudbol, és a moderatorban iitkozik, a

1
1+2.0

By(Z,)= (23.43)

képlettel kozelithetd. E képletnek elméleti alapja nincs: maga Wigner allitja, hogy eh-
hez csak a sz¢élsé esetek szolgéltatnak tdAmpontot. Nyilvanvalé ugyanis, hogy 2 =0
esetén Py =1, 2 — o esetén pedig P — 0. A (23.43) képlet ezeket a hatarértékeket
helyesen adja. E két hatareset kozott (23.43) jelenti a lehetd legegyszeriibb kozelitést.

Transzportelméleti szdmitdsok megmutattdk, hogy a kozbensd értékekre a
(23.43) képlet csak kozelitleg érvényes, aminek a korrekcidjara hasznélatos a Bell-
faktor: (23.43) helyett a P, valdsziniiséget a

1

Py(Z)=——,
=y 1+2,(/a

(23.43a)

ahol a a Bell-faktor. Ertéke fiigg a rad alakjatol és geometriai méretétdl. Ugy szoktuk
meghatarozni, hogy a Py valdsziniiséget transzportelméleti modszerekkel kiszamit-
juk™, majd a értékét Ggy valasztjuk meg, hogy (23.43a) pontosan teljesiiljon. A Bell-
faktort csak a teljesség kedvéért emlitettiik meg, mert a GRACE program nem alkal-
mazza a segitségével végezhetd korrekciot.

Végzi viszont a program a Dancoff-korrekciot, amelynek a Iényegét az alabbi-
akban 0sszegezziik. Maganak a modszernek nagy irodalma van, és szamos véltozata
ismert. Itt csak a legegyszeriibb alakjat ismertetjiik. Arrdl van szd, hogy a (23.25) ala-
ka formulak, tovabba a (23.43) szerinti Py valoszinliség egyetlen, magaban allo fii-
téelemradra érvényes, viszont a reaktorban ugyanezt fiit6elemracsra vonatkozoan kell
kiszdmitanunk. Erre szolgal a Dancoff-faktor. Az alabbiakban kiszdmitjuk a P, valo-
szinliséget flitdelemracsra — feltéve, hogy magaban 4ll6 ridra mar ismerjiik. Megkii-
16nboztetésiil az utdbbit az “sp” indexszel latjuk el.

A Dancoft-faktor, amelyet altaldban C-vel jeloliink, annak a valoszinlisége,
hogy a flitéelemrudbol kilépd neutron a moderatorban szenvedi el elsd iitkdzését. A
fiitéelemracs kiszemelt radjabodl kilépd neutron (1 — C) valdszintiséggel fog egy masik
radban iitkozni. gy tehat a keresett Py valoszintiséget a neutronok két csoportjara vo-
natkozo részekre bonthatjuk:

e azok a neutronok, amelyek kilépés utan elsére a moderator atomjaival iitkdznek;
szamuk Py C;

e azok a neutronok, amelyek kilépés utan elsére egy masik rudban iitk6znek, majd ezt
tobbszor ismételve végiil a moderatorban litkdznek; ezek szdma Pog, (1 — C)-Po.

Felirhatjuk tehat a kdvetkezd egyenletet:
Py =Py, -C+ Py, -(1-C)- By,

amibdl kapjuk a kivant eredményt:

~ Fosp - C

1-PRy, - (1-C)

s (23.44)

19 Ezek kozé tartoznak a Monte Carlo modszerek.
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Ha ide Py, helyére a (23.43) kifejezést helyettesitjiik, a

Py(5)=——

S 23.45
1+, ¢/C ( )

Osszefiliggést kapjuk.
Legutobbi eredményiink nagyon egyszeriien alkalmazhatd. Ha ugyanis ide az
atlagos harhossz helyére a (23.42) képletet helyettesitjiik, a kovetkez6 adodik:

1

1+2 hid

SC
vagyis a fiitelemracs hatasat ugy vehetjiik figyelembe, hogy a (23.25) képletben a
rad tényleges S feliilete helyére a C Dancoff-faktorral csokkentett értékét (vagyis CS-
et) helyettesitjiik. Ismételjiik: a fenti gondolatmenet a problémat nagyon leegyszertisi-
ti, a Dancoff- és Bell-faktorok kombinacioja szadmos algoritmus kidolgozasat eredmé-
nyezte, amelyek az irodalom szamos helyén megtaldlhatok.

A Dancoft-faktor szamitasdnak legegyszerlibb modja a Monte Carlo médsze-
ren alapul. Ez iddigényes (bar a szamitastechnika fejlodésével ez egyre kevésbé szem-
pont), ezért a gyakorlatban félempirikus képletek terjedtek el. Koziilik Sauar képletét
1dézziik:

PO(Zt)z

e 1
- - (23.46)
ahol
n=IN,opn, (23.47a)
és

[ non
T= ﬂ 1+—+-1|-2-0,08 négyszoges racsra, (23.47b)
2\ n

N Az
P L R W | A A 0,12 hatszoges racsra. (23.47¢)
i 243 Vo 4

Itt Vy és V) arad, illetve a moderator térfogata az elemi cellaban.

Befejezésiil megadjuk a (23.42) képlet levezetését. A @ fluxusnak van olyan
fizikai jelentése, hogy egy tetszéleges V térfogatban a neutronok altal 1 s alatt Gssze-
sen megtett ut V'®. (Feltessziik, hogy a fluxus a V térfogaton beliil alland6.) Ugyanezt
mas moédon is megkaphatjuk. Ha a kiszemelt térfogat feliilete S, a felillet 1 cm?-én

izotrop szogeloszlassal J* neutron 1ép be, akkor ugyanez SJ ¢ alakban irhato, tehat
ST =Va.

Mivel a transzportelméletbdl tudjuk, hogy térfiiggetlen fluxus esetében J = @/4, in-
nen adodik (23.42).
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2.3.6. Attérés az altalanos szérasi matrixra

A késdbbi fejezetekben (példaul a 4.5.2. részben) a lassulést csak az altalanos
szorasi matrix segitségével fogjuk targyalni. A fentiekben targyalt lassulasi modellek
ugyanis talsagosan nehézkessé teszik a képleteket. Az utobbiak is atirhatok azonban
az altalanos matrixos formara. Ezt mutatjuk meg az alabbiakban.

Az altalanos esetben a lassulasi egyenletekben kozvetleniil kiszamithatjuk a
(21.9a) ¢és (21.9¢c) képletekkel definialt Ly és L; lassulési forrasokat, amelyek tobb-
csoport alakja

G
D IP YN I (=0,1. (23.50)
g'=1

A korabbi jelolésekkel: @y, = @, és @, =J,. A rezonanciak kezeléséhez sziikség van
a g, lassulasi stirliségekre is, amelyek — folytonos letargiavaltozoban — kielégitik az

Pl b = 5, G ) 242

egyenletet [vO. (22.4)]. Ennek sokcsoport alakja

G

Zzg,g’—)gcpfg' :Zésgcpﬁg ~Yug +QZ,g—1’ (23.51)

g'=1
amelynek segitségével a rezonanciaabszorpcidt kiszdmithatjuk a (23.29) képletek
alapjan. A korabbi jelolésekkel go, = g4 és g1 = pg. A kiilonboz6 lassuldsi modellek-
ben hasznalt mennyiségekkel kifejezhetdk az ezekben a képletekben szerepld szorasi
matrixok.

Elészor a Greuling-Goertzel modellt tekintjiik, amely szerint a (23.12b) és
(23.12¢) képleteket kell alkalmaznunk. Késébb tériink at a Fermi-modellre. (23.51)-
bl latszik, hogy a lassulasi stiriségeket a fluxusokkal, illetve az aramokkal 6sszekap-
csolo képletet a kovetkezd alakban kereshetjiik:

szgﬁg g (23.52a)
o = fo,gqgtfgr : (23.52b)
g'=1

(I L 4 €6 9

ahol az f'és h indexeket a 2.3. alfejezet elején definidltuk, tovabba a “q” és “p” felsd
indexek mutatjak, melyik fajta lassuldsi strtiségrol van szo. A (23.12) képletekbdl
kovetkezik, hogy a keresett X és XP matrixok f6atloban levd elemei a kovetkezOk

(g=1,2, .., G):
C NHy

21 :L% és 27 = (23.53a)
/.88 Ly +Au, /2 he—>g Z, +Aug/2

A 164tlo feletti elemek (g’ > g) eltlinnek, mert a lassulasban nincs felfelé szoras. A
f64tlo alatti elemek (g’ < g) — szintén (23.12b) és (23.12¢) alapjan — rekurzioval allit-
hatdk el6:
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q :Fgf'_A”g/z q
f.g—g Fgf +Aug/2 f.g'—>g-1’
p _Zgh_Aug/z p

h.g' - hg'—>g-1°
€08 Z g+ Ay 278

A matrixok g-edik oszlopat tehat gy kapjuk meg, hogy a téle balra levd, (g—1)-edik
oszlopot ugyanazzal a szdmmal végigszorozzuk. g’ < g-re ezt zart alakban is felirhat-
Juk:

s I —Au ~/2
=20 ] (23.53b)
/s S ’
“e . g'=g'+ I gt A“g”/ 2
g Z "L _Au "/2
Z}IID ' :2}: ’ ’ H ¥. (23.530)
,g A)g ,g A)g g":g7+1 Zg"h +Aug” /2

(23.12a)-bol kovetkezik, hogy Fermi-elemekre a % matrix csak a féatloban
tartalmaz zérustdl kiilonb6z6 elemeket:

5 k Sk

q _ gk g

28, _;;F—Au . (23.53d)
€ g

A P matrix esetében a Fermi-elemek jaruléka definicié szerint eltlinik.
A teljes lassulasi slirliségeket az 6sszes elemekre valo 6sszegzéssel kapjuk:

q — y4 q

2g'—>g - 2F,g'—>g + ;Zf,g'—{g > (23543)
p - P

g = Zhlzh,g/—)g : (23.54b)

A (23.50) képletben szerepld szorasi matrixok ezekbdl a matrixokbdl mar egy-
szerlien szarmaztathatok [vo. (23.51)]:

ngg%g :Zg —Zg_)g , (23.55a)

Dlgsg =g —Zgg- (23.55b)
A g' < g csoportokhoz tartozé matrixelemek:

20g' g =22ﬂ_>g-1 —Zg,_)g , (23.55¢)

2lgsg = Zg’%g—l —qug- (23.55d)

Lathatd, hogy ezek a matrixok ugyanolyan jellegliek, mint amit a folytonos energia-
valtozora vonatkozdan is tapasztaltunk: a Greuling-Goertzel szordsi magfiiggvények
tetszOleges energiaugrast megengednek — szemben az egzakt magfiiggvényekkel,
amelyek csak korlatozottat (lasd példaul a (12.1) képletet). A (23.55) képleteket is
felirhatnank zart alakban, de ezt az Olvasora bizzuk.

Erdemes ezeket a képleteket a folytonos letargiavaltozora felirt (22.20) egyen-
lettel Osszevetni. Az egyszeriség kedvéért nézziikk a TKR-ben izotrdp szords esetét,
amikor ao fliggetlen a letargiatol, tehat 74 = aor. A 2.2.1. szakasz végén felirt képletek
alapjan ebbdl kovetkezik, hogy Aug// o <<1, ha a csoportbeosztas elég finom. Ekkor
(23.53b)-ben irhatjuk:
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ﬁ Fg"f_Aug"/zzexp{— i Aug"}zexp{—ug_ug}zexp{—
Fg.”f+Aug”/2 g'=g' F.”f Ff

g"=g'+1
(23.53a) alapjan

S Au, by Au,
Zq ' ’ zﬂex - g :ZS '_feX - g .
f.g—g ag, p ; fz p 5

Ha ezt (23.52a)-ba helyettesitjiik, a

“e b u,—u
R
0

0f Aor

eredményre jutunk, amely megegyezik a (22.20) képlettel.
Megfontolasainkbdl az alabbi kovetkeztetéseket vonhatjuk le:

e A Greuling-Goertzel modellt csak elegendéen finom csoportbeosztds mellett cél-
szerli alkalmazni, kiilénben a tobbcsoport valtozat nagyon messze keriilhet a foly-
tonos valtozattdl. Példaul a (23.53) alatti matrixelemek negativva valhatnak.

e Ha yj lassulési programot irunk, elegendd azt az altalanos szorasi matrixra kidol-
gozni. A kiilonbozd lassuldsi modellekre vonatkozo6 opciok a hataskeresztmetsze-

tek elokészitését végzd szubrutinokban intézhetdk el.

2.4. Kevéscsoport-allandok szamitasa

A sokcsoport-elmélet legfontosabb feladata a diffizidegyenlet megoldasaban
hasznalhat6 kevéscsoport-allandok meghatarozasa. A GRACE program kimend adatai
kozott az alabbi eredmények taldlhatok. A sokcsoport-modell csoportjait a kovetke-
z6kben mikrocsoportoknak, a kevéscsoport-modell csoportjait pedig makrocsoportok-

nak nevezziik.

2.4.1. Csoportallandok kondenzalasa

Jeloljik M-mel a makrocsoportok indexeit: M =1, 2, .... Mindegyik makro-
csoport alsé és felsd hatara egybeesik valamelyik mikrocsoport hataraval. Ily médon
mindegyik makrocsoport egész szdmu mikrocsoportbol all. Ennek alapjan azonnal

felirhatjuk a kovetkez6 mennyiségeket:

makrocsoport-fluxus: Dy = D D, ;
geM

makrocsoport-aram: Iy = ZJ g5
geM

makrocsoport-kifolyas: Yyy = D ByJg
geM

makrocsoport-forras (hasadas): fu = ZS g5
geM

2,2y Py + 2 (RA),

_ geM geM

abszorpcios makrocsoport-allando: >y s
M
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Y vIi®, + Y V(RF),

hasadési makrocsoport-allando: szf/[ _ 8<M geM :
Dy
cppr y YM
diffazioallando: D, = L .
z B, @,
geM

Amikor ezekben a képletekben az egyes makrocsoportokhoz tartozé mikrocso-
portokra Osszegziink, illetve atlagolunk, ezt a mikrocsoport-allandok kondenzaldasanak
nevezzik. A szorasi hatdskeresztmetszet és a szordsi matrix kondenzaldsat kiilon tar-
gyaljuk.

2.4.2. Spektralis jellemz6k szamitasa

A fentiekben definialt kevéscsoport-dllandokon tulmenden gyakran van sziik-
ség egy¢éb jellemzokre is. Ezek a kovetkezok:

2Py Vg
, , , . /v _ geM
csoportallandé 1/v hataskeresztmetszetre: 2y = -
M

ahol v, a g-edik mikrocsoporthoz tartozo atlagos sebesség:

1 1,451-10—6f 1 1

v, Au, L\/E_,/Eg_l '

Itt vo-t cm/s-ban, Eg-t pedig eV-ban mérjiik. A most definialt “csoportallandoéra” az
1d6fliggd diffuzidegyenlet megoldadsahoz van sziikség, hiszen annak a bal oldalan sze-
repel az (1/v) mennyiségnek az M-edik makrocsoportra vett atlaga.

Tovabbi mennyiségek a spektralis indexek:

qgth_l .

3

rezonancia-kikeriilési valoszintiség: p = P
NL

Kegr

Y X vEu®, + Y V(RF),

k:hasado\ g g
izotopok

2| X0, + 2 (RA)y,
k:fertilis \ g g
izotopok

gyorshasitasi tényezo: £ =

kezdeti konverzios tényezo: C=

a
Zzgkqjg + Z(RA)gk
k:hasado\ g g
izotopok
A GRACE program kiszamit egyéb spektralis jellemzoket is, de ezek ismertetésétol
eltekintiink.
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2.4.3. Szorasi matrix és removal (kiszorasi) hataskeresztmetszet

A kevéscsoport-diffuzidelméletben a szorasi hataskeresztmetszet szerepét a
removal (kiszorasi) hataskeresztmetszet®” veszi at, amelynek a definidlasa érdekében
el6szor — a fentiek mintdjara — definidljuk a szoérasi hataskeresztmetszetnek az M-edik
makrocsoportra vett atlagat:

S in
zzg@g + ZZg @g
3, =5t geM . (24.0)
cDM

A diffuzioelméletben azonban nem erre, hanem a
DAVIES A IR (24.1a)

mennyiségre, a removal (kiszorasi) csoportdllandora van sziikség. A definiciobol ko-
vetkezik fizikai jelentése: azoknak a (rugalmas és rugalmatlan) szérdsoknak az 4tla-
gos hataskeresztmetszete, amelyek a szort neutron energidjat kiviszik az M-edik
makrocsoportbol. Ezt fejezi ki a neve: az M-edik csoportbdl “kiszérodd” neutronok
szoOrasi hataskeresztmetszete. Ennek a csoportdllandonak a szdmitdsa egyszerii lenne,
ha a neutronlassulast a mikrocsoportokra vonatkozd szorasi matrixokkal irnank le. A
szorasi matrix definiciojabol kovetkezik, hogy:

Z Zzg’ﬁg@g’
M g'eM’
Dy =555 o : (24.1b)
M’

amit (24.1a)-ba helyettesitve kozvetleniil megkapjuk a kiszorasi csoportallandot. Mi-

vel azonban a Greuling-Goertzel modellben ehelyett lassulasi stirliségekkel dolgo-

zunk, a szamitds bonyolultabb. Ezért hagytuk ennek targyalasat a fejezet végére.
Definialjuk a kovetkezd mennyiségeket:

Owr_r: az M'-edik makrocsoportbol az M-edik makrocsoportba rugalmas szorasok
révén atkeriild neutronok szdma (idéegység alatt és a térfogategységre vo-
natkozoan);

Iyy_: az M'-edik makrocsoportbol az M-edik makrocsoportba rugalmatlan szérasok
révén atkeriilé neutronok szama (iddegység alatt és a térfogategységre vo-

natkozdan);
tovabba
Ou = D Ououmr (24.2a)
M'>M
és
L= D Ly (24.2b)
M'>M

fgy a kiszorasi hataskeresztmetszetet a

1
IR = Ou 1y (24.3)
Dy

2 A “removal” angol kifejezés értelme: eltavolitds. Az itt szereplé fogalomra, tehat a g-edik csoportbol
vald “kiszorasra” — sajnos — nem alakult ki elfogadott magyar kifejezés.
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képlettel szamithatjuk ki. Hasonl6an kapjuk a szordsi matrixot is:

Ovrsm sy (24.4)
Dy IR,

fM—)M_

amely tehat annak a valoszinlisége, hogy egy az M'-edik makrocsoportban (rugalma-
san vagy rugalmatlanul) sz6r6do neutron energidja az M-edik makrocsoportba megy
at.

Az M-edik makrocsoport hatarai legyenek:

energidban  Ej > Ey; letargidban  uyr g < upg;

mikrocsoport-indexben a1l < g

Ezzel a rugalmatlan szorasok jaruléka egyszertien felirhato:

Iy =Y, Zzg dgy @y (24.5a)
geM g'<gy
és
IM'_)M = z ZZm gg g . (24.5b)
geM g'eM’

A rugalmas szordsok esetében az elemeket két csoportra kell osztani. Ha a “k”
elemre

Uy + 11’10{k > Up-1 (246)

vagyis, ha az elem egyetlen szordssal nem képes az M-edik makrocsoporton til meg-
valtoztatni a szort neutron energiajat, akkor

Omi =4g, k- (24.7a)
Mindig ilyenek a Fermi-elemek, tehat
Ouf=4dg, F- (24.7b)

A tobbi f-elemre figyelembe kell venni annak a w, valoszinliségét, hogy a g-edik
mikrocsoportban szérodott neutron energidja az M-edik makrocsoporton kiviilre ke-
ril:

Ovp= Dy Powy (24.8a)
geM
ahol
) ug y u—lnaf e_(ur_u) D
e T I Au I l-a; “e
Ug & uy Y

1| Eg, 1-Eg [Eg,

l-a, | E,  Au

ar|. (24.8b)
g

A szorasi matrixnak megfeleld tagokat hasonlé modon szamitjuk ki. A Fermi-
elemekre
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ng ,F M = M’ + 1;
Ovw—smr = (24.9a)
0 M>M"+1
Az f-elemekre analog modon felirhatjuk, ha (24.6) fennall:
dg,,./ M=M"+]

Ovwsm,y = (24.9b)
0 qu—lnaf SuM—l’

vagyis nem kapunk a szorasi matrixhoz jarulékot, ha az M'-edik és az M-edik makro-
csoport tulsdgosan tavol van egymastol (24.1. dbra). A tobbi f-elemre (24.8b) analo-
gidjara bevezetjiik a w, ) mennyiséget, amely annak a valdszinlisége, hogy a g-edik
mikrocsoportban rugalmasan szorodod neutron energidja az M-edik makrocsoportba
keril at (vo. 24.2. dbra):

u sk '
Sy 1T elw)
Wi = | | 1 du’, (24.10a)
M*Aug wyy s - af
ahol
u*= max(ug_l,uM_l + lnaf) (24.10b)
és
sk .
u =m1n<uM,u—lnaf). (24.10c)
m-edik M-edik
makrocsoport makrocsoport
| ! [ [ | | 1 L1
L L T T 1 L
Uprg Uy Ino; Upy1 Uy
24.1. abra. Az f-elem szamara tavoli makrocsoportok esete
M'-edik M-edik
makrocsoport makrocsoport
*
| ! ] 9 ] L1 I L L
| | (L [ I | L ]
Upr-1 Upr -Ine, Up-1 Uy

24.2. dbra. Az f-elem szamara kozeli makrocsoportok esete

A (24.10a) alatti integralas elvégezhetd, és a kovetkezot kapjuk eredményiil. Ha
uy + Inoy < w* (vO. 24.3. dbra), u™ = ug1 €s u™* = uy, vagyis
1 1

E, Eg,

ha u* <wuy + Inay < ug (v0. 24.4 dbra), u** = u—Inoy; vagyis
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1 1
Wg—)M(l_af)Aug =(Eyo1 —Ey E_g_ﬂ ;

végill, ha u, < up+ Inoy (vO. 24.5. abra), u** = uy, vagyis:

wg%M.(l—af).Aug =Ey 4 EL_]_;* —af(ug—u*).
g

Itt bevezettiik az u*-nak megfeleld energiat:
E* =min(Eq 1, oy ).
Ezzel kapjuk a keresett matrixelemet:
Em’ s
Ovomr = 2,2 g PeWesut
8=8r
ahol

gr=max(g*,gxr1t1),

tovabba g* annak a mikrocsoportnak az indexe, amelyre teljesiil a kdvetkezo feltétel
(vO. 24.2. dbra):

Ugr 1 Supry T lno_cf< Ugr .

M'-edik M-edik
makrocsoport makrocsoport
| l | ] 9 [ | L1 L1
| [ [ T T | L L
uyHnoy Uyt Uy

24.3. abra. A g-edik mikrocsoportbdl “tul lehet 16ni” az M-edik makrocsoportot

M'-edik M-edik
makrocsoport makrocsoport
| ] [ |g| l | | 11 L
1 T T 1] T T T
uy+ne, Uy Uy

24.4. abra. A g-edik mikrocsoport egy részébol “tl lehet 16ni” az M-edik makrocsoportot

M'-edik M-edik
makrocsoport makrocsoport

Uytinoy Up-1 Uy
24.5. abra. A g-edik mikrocsoportbol nem lehet “talléni” az M-edik makrocsoportot
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2.5. Kitekintés mas lassulasi programokra

Még kidolgozandé!!!
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3. KEVESCSOPORT DIFFUZIOELMELET

3.1. A kevéscsoport diffuziéegyenlet

A reaktor geometriai részleteit legegyszeriibben a kevéscsoport diffuzioelmélet
segitségével vehetjiik figyelembe. Az ehhez sziikséges csoportallandokat a reaktor
egyes homogén tartoményaira kiszamitott aszimptotikus spektrumok segitségével al-
litjuk eld. Az id6fiiggd kevéscsoport diffuzioegyenletet a kovetkezd alakban irjuk fel:

i&%fr’)—dw[D grang ] [2’ +2’R ]@g(r,t)+ Qog(r,t),
(31.1a)
ahol
G
Opg(1,)= Y Ty (@ (r,0)+ [y Y VELD i (x,1)+ S, (r,1) (31.1b)
g'#g g=l

(g=1,2,..., G). Az energiacserét leird dsszegben csak azok a tagok szerepelnek, ame-
lyek a tekintett g-edik csoportbol kivezetnek. Emiatt jelent meg a szorasi hataske-

resztmetszet helyéna X g a (removal) hataskeresztmetszet:

N |
D s TN 35 YRy (31.1c)
g'#g

A sztatikus sajatérték-egyenletet a (31.1) egyenletek alapjan egyszertien felirhatjuk:
div[D, (rerad @, (r)]- |22 () + =R (v}, (r)+

f G
+ 2 TPy )+ S vEp®,(r)=0. (31.2)
g'#g eff g'=1

A diffazidegyenlet megoldasara elterjedt modszer a véges differenciak mod-
szere: az egyenletben szerepld derivaltakat véges differencidkkal kozelitjiik, amivel a
differencidlegyenlet algebrai egyenletrendszerré alakul 4t. Az alabbiakban ezt a mod-
szert ismertetjiik a gyakorlatban el6forduld geometridkra. A modszert legegyszeriibb
ugy alkalmazni, hogy a reaktor egyes tartomanyait elhomogenizaljuk. A korszeri re-
aktorokban azonban a flitéelemracs ugyan geometriailag szabalyos, de az egyes racs-
pontokban kiilonbozd fajta palcdk vannak. Az ezekre vonatkoz6, un. pdlcakodok ese-
tében a végesdifferencia-egyenletek felirdsa masképp torténik, mint homogén tarto-
manyokra vonatkozoan. Az alabbiakban mindkét megkozelitést targyaljuk.

Gyakran két térbeli dimenzidban targyaljuk a vizsgalt rendszert. Az ,,R-Z2”
geometriat és a gdbmbgeometridkat leszdmitva ez csak akkor jelent korrekt leirast, ha a
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kimaradt dimenzi6 irdnyaba torténd kifolyas figyelembevételére valamilyen kozelitést
alkalmazunk. A szokasos moddszer egy un. axidalis gorbiileti paraméter segitségével
irja le az axialis kifolyast. A modszer 1ényegét az “X—Y” geometria példdjan mutatjuk
be. Ebben a geometriaban a fluxust

D, (r,t) =0, (x, Vs Z,t) =0, (x, y,t)cos(Bzz)
alakban kozelitjiik. A neutronkifolyast jelent6 tag ekkor a kovetkezdképpen irhato:
diV(Dggrad D, (r, t)) = {diV[Dg (x, y)erad D, (x, y)]— Dngchg (x,, t)}cos(BZz) ,

ahol B’ az axidlis gorbiileti paraméter. A div és grad operatorok a jobb oldalon mar

csak az (x, y) valtozokra hatnak. Ebben az esetben tehat (31.2) a kovetkez6 alakba
megy at:

diV[Dg (x,y)grad@g (x,y)]— [Zg (x, y)+ D, (x,y)BZ2 + Zg (x, y)]@g (x, )+

f G
+ ) T @y(x, y)+k—g S vEp®,(x,y)=0. (31.3)
g'#g eff g'=1

Egyéb egy- vagy kétdimenzios geometridkban az eljaras analog: a X 2 (x, y) abszorp-

cios hataskeresztmetszethez hozzaadjuk az axialis kifolyast leiro D, (x, y)BZ2 tagot. A

tovabbiakban ugy képzeljiik, hogy ez mar be van olvasztva az abszorpcios hataske-
resztmetszetbe, €s erre a koriilményre kiilon mar nem utalunk.

3.2. A véges differenciak kiilbnb6z6 geometriakban

A végesdifferencia-egyenletek felirdsdhoz eldszor meg kell allapodni az osz-
topontok, valamint a hozzajuk tartozo csoportallandok és fluxusok indexelésében.
Mindegyik koordinata szerinti egyik hatarpont indexe mindig 1. Ha az index a masik
végén n, akkor e mentén a koordinita mentén (n — 1) intervallum van. Az (n — 1) in-
tervallum hosszat a végpont indexe szerint jeldljiik. Hasonloképpen indexeljiik az in-
tervallumhoz tartoz6 csoportallandokat is. A fluxusok, forrdsok stb. indexe mindig a
megfeleld osztopont indexe. Legyen a tekintett koordinata x. Ekkor a két hatarpont x;
és x,,. A kozottiik levd osztopontok koordinatai

xl' le-_l +Axl, l:2, 3, cees N (32.1)
Hasonléan indexeljiik az y, z, r, ©, 9 és @ koordinatakat is. Az egyenletek felirasahoz

sziikség van még feles €s negyedes indexii koordinatakra is, amelyeket szintén x-re
irjuk fel, de értelemszeriien atvihetdk a tobbi koordinatakra:

Ax; Ax;
Xip1/2 =X+ 21+1 , Xivi/a =X+ (32.2a)
és
Ax; Ax:
XY =X T Xya =X (32.2b)

Az egyenletek levezetését egyrészt a dimenzidk szdma, masrészt a geometria fajtaja
szerint csoportositjuk. El6szor az altalanos osztdponthoz tartozd egyenleteket irjuk
fel, majd a hatarfeltételek targyaldsanak a keretében irjuk fel a specidlis pontokhoz
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tartozd egyenleteket. Ilyen példaul a henger tengelye és a gdbmb kdzéppontja (=0
mindkettdre), valamint a ¢ = 0 vonal gdbmbgeometridban.

Minden esetben kétfajta tagot kell felirnunk: egyrészt a kifolyasi tagnak, mas-
részt a 2@ alakl szorzatoknak egy racspont kornyezetére vett integraljat. Ezek alapjan
a végesdifferencia-egyenletek mar egyszertien felirhatok. Barmely dimenzioszédmhoz
tartozd egyiitthatok kifejezhetdk az alacsonyabb dimenzidszémra felirt egylitthatok-
kal. Ezt csak a 3D esetben vessziik igénybe, vagyis a 2D eseteket az 1D-t6l fiiggetle-
niil kezeljiik. Erre anndl inkdbb is sziikség van, hogy a két €s harom dimenzidban két
esetet kell megkiilonboztetni: a homogenizalt tartomanyokra és a homogenizalt
fiitéelempalcakra vonatkozo kozelitéseket. Végiil megjegyezziik, hogy eldszor csak az
egyenletek felirasaval foglalkozunk, majd a 3.2.5. szakaszban targyaljuk a
végesdifferencia-kozelités pontossagat.

32.1. tablazat. Egyiitthatok 1D geometridkban (bels6 pontokra)

Geomet- ai; a; Vii Vi
ria
1D Dygin Dg.i Ax;y Ax;
sik Axi+l Ax,‘ 2 2
1D Dg.ivi Dy ;
274y ) —— 2M_q )y —= Tit1/4A7141 i1/ 440
henger " » =12 Ar; ' '
1D 5 Dgin , Dy 475( 3 3\ | 4n(3 3
. 4nr; . 4nr” . — i/ =4 —\rm =1
gomb i+1/2 » i-1/2 Arl» 3 i+1/ i 3 i -1/

3.2.1. Egy dimenzi6 (1D)

Héarom egydimenzios geometriat tekintiink: sik, henger és gomb. A kifolyasi
tag kozelitését sikgeometridban irjuk fel:

e 4o (x) (@gin—Pyi)  (@gir-2)
i;Dggrachg (r)df = ) I D, dgx dx =Dy g l;xm &/ Dy, g - g,
i-1/2
A kifolyasi tag tehat a kovetkezd alakban kozelithetd:
jt;Dggfad‘pg (r)df say, (Cpg,m D )+ azi (@g,i—l Dy, ) (32.4)

Ez a képlet érvényes a henger- és a gdombgeometridra is. Az egylitthatokat a 32.1. tdab-
ldzatban 6sszegezziik. Az integral kozelitése szintén ugyanolyan mind a harom geo-
metriaban:

[2,0,0V 2@, (5,01, + Z,05,). (32.5)
Az itt szerepld egylitthatokat is a 32.7. tabldazat tartalmazza. Ezeket az egyenleteket
csak a bels6 pontokra irjuk fel (1 <i<n). A hatarpontokra (i =1 és i = n) vonatkozo
egyenletek a hatarfeltételektol fiiggnek. A megfeleld egyenleteket a 3.2.4. szakaszban
targyaljuk.
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3.2.2. Két dimenzié (2D)

Két dimenzidban a szokéasos X—Y, R—Z, R—® geometridk mellett targyaljuk a
2D gdombgeometridkat is: R—3 és R—. A hatszoges ¢s hdromszoges geometridkat kii-
16n kell tekinteniink, ugyanis ezekre nem 5-pont, hanem 7-, illetve 4-pont egyenlete-

ket kell felirni.

j=1
j=2
j-1 F
J B J
j+1
L
aktiv zéna
reflektor
i=1 i-1 i+1

32.1. abra. Reflektalt reaktor szamitasara szolgald racsvonalak (X—Y geometria)

ly
D1

Ay,
" (1) 2
i-l,j' Axi QJ AXi+1 .¢i+l,j X=
(4) (3)
AYji

, $i,j+1

32.2. abra. A 32.1. abran kijeldlt osztopont kinagyitott kornyezete (X—Y geometria)

X-Y geometria

A kétdimenzids véges differenciak modszerét elészor a legegyszeriibb esetre,
az ,,X—Y” geometridra vonatkozdéan mutatjuk be. Tekintsiink egy reaktort, amely az
aktiv zonabol és az azt koriilvevo reflektorbol all. A 32.1. dbran e reaktor keresztmet-
szete lathato. Az abrat lefedtiik a koordinatatengelyekkel parhuzamos racsvonalakbol
allo stirti haloval, amelyek elhelyezése tetszéleges — azt leszamitva, hogy a kiilonb6zd
anyagi mindségli tartomanyokat elvalaszté hatarvonalaknak racsvonalaknak kell len-
nilik. Ez Iényeges kiilonbség a palcakodokhoz képest: az utdobbiakban az anyagi min6-
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ség nem a racsvonalakon, hanem két racspont kozott féluton valtozik meg. Emiatt az
utoébbiakban masképp irjuk fel a végesdifferencia-egyenleteket.

A 32.1. abran iires korrel megjelolt pont kornyezetét a 32.2. dbra kinagyitva
mutatja. A tekintett ponthoz tartoz6 fluxusok indexe (i, j). Négy szomszédja van: fent
(F: 4, j—1), lent (L: 7, j+1), jobbra (J: i+1, j) és balra (B: i—1, ). A megfeleld fluxusokat
ennek megfelelden, a racsintervallumok hosszat pedig a (32.1) képlet szerint indexel-
jik. Az (i, j) pont kdrnyezetét a rdcsvonalak az abran (1) — (4) indexekkel jelolt kvad-
ransokra osztjak fel, amelyekhez egymastdl eltérd anyagi dsszetételek tartozhatnak. A
képletekben a kvadransokat alsé indexszel kiilonboztetjiik meg egymastol.

Az osztdpontok kozott behtizzuk a felezd merdlegeseket: a 32.2. dbran ezek a
szaggatott vonalak. A (31.3) egyenletet integraljuk a szaggatott vonalak 4ltal hatarolt
tertiletre. A kifolyasi tagban a differencialhdnyadosokat differenciahdnyadosokkal,
magat a feliileti integralt pedig téglanydsszegekkel kozelitjiik:

D,;i1—D,;: D Ax;+D,,Ax;
o g j-l g.i,j lg=4i 2g—=Vi+l
§Dg (x,y)grad@g (x, y)df = A . 5 +
Y

. Poirtj ~ Py Daghy; +D3cAy i N
Axi+1 2

. Pgijr1 ~ Pgiij D3ghrisg + DygAx; .
ij+1 2

o Lait = Paiy Dasin * Bl g

Ax; 2

1

A (31.3)-ban szerepld tobbi tag térfogati integraljat egyszeri téglanydsszeggel koze-
litjiik a kdvetkezd minta szerint:

I,[Zg (x,y)@g (x, y)dxdy = (32.6b)

oD ..
~ g4,u (Z10AXAY ) + T3y Ay Ay s + B3 AX gAY o1 + Zag AVAY 1y ).

Ha ezt — a hatarpontokat kivéve — minden racspontban és csoportban elvégezziik, ak-
kor a (31.3) differencidlegyenlet-rendszert kozelitdleg egy lineéris algebrai egyenlet-
rendszerrel helyettesitjiik. (Mint az 1D esetben, a hatarpontokban most sem kell integ-
ralni, hiszen ott a hatarfeltételek meghatarozzak a fluxus értékét, lasd 3.2.4. szakasz-
ban.)

R—Z geometria

Az “R-Z” geometria az egyik legfontosabb geometria: egyrészt a reaktorok
altaldban jo kozelitéssel abrazolhatok hengerként, masrészt ez a geometria valdsagos
haromdimenzids leirast tesz lehetévé. Tekintsiik a 32.3. és 32.4. dbrakat, amelyeken
egy henger alaku reaktorra vonatkoz6an mutatjuk meg a racsvonalak szerinti beosz-
tast. Figyeljik meg, hogy a henger forgastengelye az els6 és masodik racsvonal felezd
egyenesében van. Erre a koriilményre a hatarfeltételek targyaldsakor még visszaté-
rlink.

A véges differencidk kiszamitasa ugyanazzal a médszerrel torténik, mint az
X-Y geometria esetében, de mind a Laplace-operator, mind az integralok kezelése a
hengergeometridhoz illeszkedik. Kiindulasi egyenletiink (31.2), amelyben az r vektor
helyére a hengeres (r, z) koordinatékat irjuk. Tulajdonképpen a Laplace-operatort is at
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illene irni hengerkoordinatékra, de — mint latni fogjuk — erre nincs sziikség. Amikor a
kiszemelt osztépont kdrnyezetére integraljuk a (31.2) egyenletet, figyelembe kell ven-
nilink, hogy az r szerinti “racsvonalak™ valdjdban hengerfeliiletek.

s T
] =2 reflektor
-1 2
: B J
j+1
L
aktiv zona
r=0 : reflektor
P | L1
i=1ii=2 i-1 i+1
32.3. dbra. Racsvonalak R—Z geometriaban
lz
D1
Az,
o 1) (2)
i-l,j. AT, D, Ar,, .@MJ r:
(4) (3)
Azj+l

, Qi,jﬂ
32.4. abra. A 32.3. abran kijeldlt osztopont kinagyitott kornyezete (R—Z geometria)
Integraljuk (31.2)-t a 32.3. abran bejeldlt pontnak a 32.4. dbran kinagyitott

kornyezetére. A kifolyasi tag integraljat a Gauss-tétel szerint feliileti integralld alakit-
juk at, és ugyanazokat a kozelitéseket alkalmazzuk, mint korabban:

D ... —-D ..
~ galaj_l 8g.l,]
§Dg (r,2)grad @, (r, 2 df = . '“(Dlg”i—lmA”i +D2g’”i+1/4A’”i+1)+
J
D ... —-D ..
g,itl,j g,
+ Ar 1 'TU"H_l/z(ngAZj +D3gAZj+l)+
1+

D . —D .
g+l ~ Fgii,j ( )
+ A~ ‘D3 71174071 + DyglioyaAr; )+
j+l
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D . —D ..
gal_laj g1,
+ - w112 (DagAz 1y + Dighz; ). (32.7a)

1

A feles és negyedes koordinatakat a (32.2) képletekben definidltuk. A (31.2)-ben levd
tobbi tag integraljat a kovetkezdé modon kozelitjiik:
prrdrdz = L 32.7b
IIZg(r,z)(Dg(r,z) nrdr :Tno (32.7b)
o (D1 ri1/ab Az + D 111 g AT Az + D311 4 A0 AZ i+ Dag 1y A Az L ).

Az eddig felirt egyenletek az » > 0 radialis koordinataja osztépontokra vonat-
koznak. Az r = 0 kornyezetében felirando egyenletekkel a 3.2.4. szakaszban foglalko-
zunk.

aktiv zéna
2. szektor

32.5. abra. Racsvonalak R—® geometriaban

R—-O geometria

Az R—0 geometria hasznos olyan esetekben, amelyekben a reaktor henger ala-
kt, de azimutélisan valtozé szerkezetii. Ilyen helyzetet mutat a 32.5. abra, amelyen
egy harom szektorbdl 4ll6 aktiv zonat egy hengergeometridju homogén reflektor vesz
koriil. A 8 azimutszog szerinti racsvonalak az dbran sugarak (valdjaban a rajz sikjara
merdleges sikok), az r radidlis koordinata szerint pedig az abran korok (valojaban a
rajz sikjara merdleges koaxialis hengerek). A z tengely mentén a reaktor homogén,
terrel vessziik figyelembe. A racsvonalakhoz tartozé i és j indexeket nehéz lett volna
az abrara berajzolni. Az alkalmazott jeldléseknek megfeleld indexek a kovetkezok: (O:
i, j) a kiszemelt osztopont, amelynek a szomszédai (F: i, j—1), (L: i, j+1), (J: i+1,)) és
(B: i—1,)).
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¢i+1,j
@'

Ari+1

32.6. abra. A 32.5. abran kijeldlt osztopont kornyezete (R—O geometria)

A 32.5. dbran bejeldlt racspont kdrnyezetét kinagyitva mutatjuk be a 32.6. db-
ran. A szaggatott vonalak az osztopontok kozotti tavolsag felénél haladnak, és az (i, j)
pont kdrnyezetét a megszamozott négy kvadransra osztjak fel. A tobbi geometrianal is
alkalmazott mddon integraljuk a (31.3) egyenletet a szaggatott vonalak altal hatarolt
tartomanyra. Az egyenlet elsd tagjanak az integraljdban alkalmazzuk a Gauss-tételt. A
kapott feliileti integralt az alabbi mdédon kdzelitjiik:

Qg ' DlgArl + ngArH_l N

D, 1D,
D, (r,0)grad @, (r,0)df = —27 L)
§Dy (. 0)erad @, (r,0)d a0, :
+ A Tiv1/2 +
Tiv1 2
N Doijr1 ~ Pgiij D3ghripg + Dyghr N
riAejH 2
Ar; 2
A (31.3)-ban levd tobbi tag integraljat a kovetkezd modon kozelitjiik:
D ..
[[2,(r.0)0,(r,0)rdrd6 = % . (32.8b)

(D1 T/ a B A + STt 4D A + Dag 1y s AT AO 1y + Zag iy a1 AD L, ).

Az R0 geometrianak akkor van értelme, amikor a csoportallandok fiiggnek a
0 azimutszogtol. (Ha nem igy lenne, akkor elégséges lenne az R—Z geometria vagy az
1D hengergeometria.) Lehet példaul olyan eset, amelyben a 32.5. dbrdn bejelolt ha-
rom szektoron beliil £-tdl fiiggetlenek a csoportallandok, de a harom szektor kozott
eltérések vannak. Ekkor a teljes 360° szogre vonatkozoan fel kell irni a végesdifferen-
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cia-egyenleteket. Gyakran eléfordul viszont, hogy kijelolhetd egy 120°-o0s vagy 60°-
os szektor, amely ismétlodik. Ilyenkor elégséges az egyenleteket erre a szektorra fel-
irni, és a szektorokat hatdrold sugarak mentén — periodikus hatérfeltétellel — figye-
lembe venni az emlitett szimmetridt. A szimmetrianak tobb fajtija lehetséges, €s rész-
letezésére a 3.2.4. szakaszban tériink vissza.

2D gombgeometriak

A 2D gombgeometridkat a 32.7. abrakon illusztraljuk. A reaktorfizikaban
ilyen geometridkat tobbnyire csak Monte Carlo programokkal szoktunk szdmolni. A
32.7b. abran lathatd R—3 geometria legkdzonségesebb esete az atombomba két fél-
gombje, amelyek egymadstol bizonyos tavolsdgban vannak: a két félgombot kiilon
szamoljuk R—9 geometridban, a koztiik levo részt pedig R—Z geometriaban, majd a
harom szamitis eredményét alkalmas hatarfeltételekkel Osszeillesztjiik. A 2D gdmb-
geometriak fontos tulajdonsaga, hogy — az R—Z geometridhoz hasonléan — nem igény-
lik axialis gorbiileti paraméter bevezetését.

Az R— geometridban a térfogatelemek egy narancs szeleteire emlékeztetnek
(32.7a. abra), amelyeket az r valtoz6 szerint héjakra bontunk. Ha a harmadik gémbi
koordinata (9) egy kivalasztott értékénél (példaul = n/2) elmetssziik a rendszert,
akkor a 32.5. abrahoz hasonl6 képet kapunk, amelyen 6 helyébe ¢ irando. Két eltérés
mégis van: egyrészt az r = konstans feliiletek most nem korivek, hanem gémbfeliile-
tek, masrészt a végesdifferencia-egyenletek felirdsakor nem csak a 32.6. dabran lathatd
négy kvadransra, hanem a 9 valtozora is kell integralni (0 és m kozott).

Ennek figyelembevételével a (32.8) egyenletekbdl kiindulva egyszeriien meg-
kapjuk a végesdifferencia-egyenleteket. Egy Ag intervallum altal meghatarozott dél-
korok kozotti feltilet

T
rquo.[ sin$d 9 = 2r2Agp ,
0

ahol r az éppen tekintett gdmbfeliilet sugara. A (32.8a) képlet masodik és negyedik
tagjaban szerepld, az r valtozo szerinti derivaltakat ezzel a feliilettel kell beszorozni.
(Az R—0 geometria esetében ugyanez rAf volt.) A ¢ szerinti derivaltak fliggnek & ér-
tékétol, hiszen a Ag intervallumhoz tartozo iv hossza rsin A, tehat a (32.8a) képlet
elso és harmadik tagjaban szerepld derivaltak helyébe most

Poij1 = Py Poij+1 =Py
1 sindAg; rsindAg;

, illetve

irand6. Ezeket be kell szorozni a ¢ szerinti ivre, vagyis a szélességi korre merdleges
feliilettel, amely a (.9, $+d9) intervallumban

Ay
2

Ar:
4_U4d9-7§3 illetve  7,y,4d9-

Az igy kapott szorzatokat gy kell integralni $-ra, hogy sin9-val szorozzuk, majd a
d @ differencialokat 6sszegezziik 0 és m kozott. A végeredmény a kovetkezo:

Dy i —Dyii ryaAF Dy —Dyii 1A,
sbs )T obs - : 77+1 sbs 1 Y
T 8t &)  'i-1/4 z’ illetve P 8l &) Ti+l/477i+1 )
1AQ; 2 HAQ 4 2
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Ezzel a kifolyasi tag integralja a kovetkezoképpen adodik:

T @Dg (r.@)grad @, (r, p)NIf Jsin 9d 9 =
0

N [0)] D, .. D] 1/4A’" +D2g FRYPVAYN

g,i,j—l B g5l ] . g
riA¢j 2
D . .—D .
g:i+l,) gij 2
+ A ‘Vi+1/2(D2gA§0j +D3gA€0j+1)+
Tit1
. Poijrt ~Pyij D3g Vis1 /4T + Dygtig/4A7;
1AQ ;L 2
R
+ 'Vi—l/z(D4gA¢’j+1 +D1gA€0j)- (32.9a)

Ar;

1
A térfogati integralok koziil tekintsiik az (1) kvadranshoz tartozot:

Ar;A
i sin 9A 9.

Ti—1/4

Ha ezt 0 és m kozott 6sszegezziik a A$ intervallumokra, akkor egy 2-es szorzot ka-

Ar;A
i . Ennek megfeleléen a térfogati

punk, tehat a megfeleld térfogatelem r “1/4

integral

T(Ufg (nﬁ”)‘Dg (”,qﬁ)rzdrd(p)sin&dgg%o (32.9b)

(Zlg 114 AR + 25, z+1/4A”+1A(0J +23, z+1/4A”+1A¢j+1 + 207 214 A(PJ+1

o~

32.7a. abra. Az R—¢ geometria sémaja. A régiok  32.7b. dbra. Az R—9 geometria séméja. A régio-
egy narancs szeleteire emlékeztetnek kat “szélességi korok™ hataroljak

Az R—9 geometridban a térfogatelemek a foldrajzi szélességi korok altal hata-
rolt térrészekre emlékeztetnek (32.7b. dbra), amelyeket az r valtozd szerint héjakra
bontunk. Ha a harmadik gémbi koordinata (¢) egy kivalasztott értékénél (¢ = 0-nal,
példaul) elmetssziik a rendszert, akkor a 32.5. dabrdhoz hasonld képet kapunk, ame-
lyen a @ valtozd helyett most 9 szerepel. Két eltérés van: egyrészt az r = konstans
feliiletek most nem korivek, hanem gombfeliiletek, masrészt a végesdifferencia-
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egyenletek felirdsakor nem csak a 32.6. dbran lathatd négy kvadransra, hanem a ¢
valtozora is kell integralni (0 és 2m kozott). Ez az utdbbi integralas egyszerlien egy
2n-vel valo szorzés jelent. Az R—¢p geometrianal alkalmazott megfontolasokhoz ha-
sonld modon kapjuk a kdvetkezd végesdifferencia-egyenleteket:

2n
.[@Dg (r, S)grang (r, S)df)d Q=
0

- @g,i,j—l B
rAY,;
gitlj ~ Pei 2 Dy A2 + D3 AL +
A Tiv1/2 5
Tit1

Qgij
'n(Dlgri—l/4Ari JFng’”i+1/4A’”i+1)Jr

@
+

D, .. —D_ ..
gl j+l 8i>J
* -n( s li+1/40 4 +D4g”i—1/4A’”i)+
A9, L

j+l1

D ... —-D, .. Dy, AQ. |+ D, AQ,
p ST el 2 e TR e T (32.100)
Ar; 2

ahol
AQ] :27'|:Sin 19]_1/4A19] éS AQj-H = 2nsin19j+1/4A19j+1. (3210b)

A (31.2)-ben levo tobbi tag integraljat a kdvetkezd modon kozelitjiik:

2n D ..
| (j [2,(r9)0,(r, S)rzsin9drd9)dq) S % . (32.10¢)
0

2 2 2 2
. (Zlgri—l/4AriA'Qj + 20 ti1/a A A2 + 250171 4 AT ALy + 2017y 4 AT AL )

32.2. tablazat. Egylitthatok nem-hexagonalis 2D geometridkban (belsd pontokra)

Geometria ai ari
X-Y Diyy j1 A j1 + Dy jAy D; Ay i1 + DAy
2Ax;4 2Ax;
R—Z Di+1,j+1AZj+1 + Di+1,jAZj Di’jHAsz + DijAZj
Wiv1/2 Wi-1/2
2Ar; 4 2Ar;
R-O hen- Fn Di+1,j+1A@j+1 +Di+1,jA@j . Di,j+1A@j+1 +DIJA@j
ger a 2A% o 2Ar;
R-9 gomb I"-2 . Dl'+1,j+1AQj+1 + Di+1,jAQj I’~2 s Dl"j+1A-Qj+1 + DUAQ]
a 247, - 20
R*([) gomb 7"-2 1 Dl'+1,j+lA¢j+l +Di+1,jA¢j ]/‘.2 s Dl',j+1A¢j+1 +DUA¢]
i Ar; gy . Ar;
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32.2. tabldzat. (folytatas)

Geometria asj a4.jj
X_Y D1, jridxi1 + Dy A D1, jA%; 1 + DyAx;
20y 2Ay;
R_7 - Dy jilivyaDri + Dy jariyaAr; . Dy j_1tis1/a gy + Dyti_y4Ar,;
20z, 24z,
R—O hen- Di+1,_j+1Ari+l + Di,j+1 Ari Di+1,jAri'+1 + DijA’?
ger 2rA@, 2rA@ ;
i J+l i J
9 od Dy it aQrisy + Dy ity 4Ar; D,y iTis1/aB iy + Dyt 4 A,
R-9 gbmb n
rz'A‘ng ”iAlgj
R-¢ gémb | Disy jrtli1/aDir + Dy jirtioyan; n Diy 1401 + Dyti_114Ar;
257y 2rAg;
32.2. tabldzat. (folytatas)
Geomet- Viij V2,ii V3,!‘/' V4,!‘/
ria
X-Y Ax; Ay ; Ax; 1Ay Ax; 1A 1 Ax; Ay 1
4 4 4 4
R-Z - Vo4 A Az - Vi1/4 A1 Az i Tin1/aA0 A2 4 . T4 A AZ
2 2 2 2
hRi@ 1i-1/4 A1 A8 Tiv1/4 87141 A0 Tiv1/a A7 A0 1141 A0
enger 4 4 4 4
R—S , AFIAQ] rz AFH—IA‘Q] },.2 A’/'Z+IAQ]+1 ’,2 AFZAQ]-J—I
g6mb e AT VAT
R_. , MAg; |, AnyAg; 2 NinAgiy » AAg;,
N hiva——— | tisva— 5 livva—5— hiva—~
gémb 2 2 2 2

Osszegzés az 5-pontos 2D sémdkra
A (32.6)—(32.10) képletek azonos alakra hozhatok. A kifolyasi tag kozelitésé-
nek altalanos alakja:

§Doerad @, (1f = ay (@ 1 ;= Py )+ (@1~ @)+

T a3 (@g,i,j-t-l D, i )"‘ Ay jj (@g,i,j—l - D, i ), (32.16a)
tovabba az integralé:
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Az itt szerepld egyiitthatok értékét a fenti egyenletekbdl olvashatjuk ki. Az egyes
geometriakhoz tartozo6 egylitthatokat a 32.2. tablazat tartalmazza a belsé pontokra. A
tablazatokban a kovetkezo, a kordbbi képletektdl eltérd jeléléseket alkalmazzuk:

D,; =Dy, D ;=Dy, D

\\ \\\\

\\\\\\\\\\

N\\\\N&\\\\

SN W W N Ve
\\\\\\\\\\
NAVAV AN

\\\\\\\\\

\\\\\\\\

i i+1

i+l,j 2g>» i+l j+l 3g’ z ]+1

32.8. abra. Racsvonalak hatszoges geometridban

Hatszoges geometria

Hatszdges geometridban a koordinatatengelyek egymassal 60°-os szoget zar-
nak be. Ilyen rendszerben a diffuzidegyenletet nem a 32.2., 32.4. és 32.6. abradkon lat-
hat6 négy kvadransra integraljuk, hanem a 32.8. dbrdn berajzolt hatszogre, amelynek
az oldalai a szomszédos racspontokat 0sszekotd szakaszok felezd merdlegesei. A ki-
szemelt, ,,0”-val jelolt racspont kornyezetét kinagyitva a 32.9. abran lathatjuk. A ka-
pott végesdifferencia-egyenletekben az ezt koriilvevé hat racsponthoz tartozo fluxu-
sok fognak szerepelni. gy tehat — eltéréen az eddig targyalt esetektél, amelyekben 5-
pont egyenleteket kaptunk — most 7-pont egyenleteket fogunk felirni.

A 32.8. dbran a kiillonb6z6 anyagi mindségu tartomanyokat elvalasztd vonalak
mind racsvonalak. Jollehet a hatszoges geometridban végzett szamitasok altalaban
tobbé-kevésbé kotddnek az eredeti, hatszoges flitdelemracshoz, homogenizalt tarto-
manyokra vonatkozoan végzett szamitdsokban a véges differencidk racspontjainak
nem kell sziikségképpen egybeesniiik a flitbelemracs racspontjaival, sot egy koordina-
tatengely mentén még valtozhatnak is, tovabba az x- ¢és y tengely mentén felvett be-
osztasnak sem kell azonosnak lennie. Itt azonban van egy megszoritas: az alabbi
végesdifferencia-egyenletek csak akkor irhatok fel konzekvensen, ha Ax/Ay mind-
egyik racspont kdrnyezetében 0,5 és 2 kozé esik. A ,,0-2” és,,0-5" atlok ugyanis csak
ebben az esetben osztjak hegyes szogli haromszogekre a parallelogrammat. Ilyenkor
l1étezik a 32.8. dbrara berajzolt hatszog, tovabba ekkor érvényesek az alabb leveze-
tendd egyenletek. A hatszog részletesen a 32.9. dbran lathatd. A racsvonalak és az
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atlok a hatszoget az dbran beszamozott szektorokra osztjdk. Az ezekben fekvd négy-
szogek felelnek meg az S5-pont sémak kvadransainak. Az abran az (1) és (2), illetve a
(4) és (5) szektorok anyagi mindsége azonos. Tekintve azonban, hogy kiilonb6zo
anyagi mindségiliek is lehetnének, ha az ,,1-4” rdcsvonal tartomanyhatar lenne, tovab-
ba az egyenletek felirdsa szempontjabol nem okoz bonyodalmat, ha mindegyik szek-
tor mas anyagi mindségl tartomanyhoz tartozik, az aldbbiakban ezt is megenged;iik,
mert képleteink érvényessége igy altalanosabb lesz.

D 1jn Do
32.9. abra. A 32.8. abran kijeldlt osztopont kornyezete (hatszoges geometria)

Elemi geometriai megfontoldsokkal kapjuk a kovetkezd 0sszefliggéseket:
o A két 4tl6 hossza:

d, I\/(Axm)z +(ij)2 —Axy Ay

és
d, =\/(Axi)2 +(ij+1)2 —Ax; Ay
. Az (1) szektor két szaggatottan rajzolt oldalanak a hossza:*'
5, =i s o, =4
23 23
. A (2) szektor két szaggatottan rajzolt oldaldnak a hossza:
SH1 :i és S99 =—2.ij A .
243 243
o A (3) szektor két szaggatottan rajzolt oldalanak a hossza:
o = 2-Ay g —Axgy 5 . 2-Axi = Ay .
243 243
. A (4) szektor két szaggatottan rajzolt oldaldnak a hossza:

I Az oldalak szdmozésa az 6ramutaté jarasat koveti.
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S41 =—2.Axi_ij+1 és S4n :d—z.
243 243
o Az (5) szektor két szaggatottan rajzolt oldalanak a hossza:
S5 =d—2 és S5y :—Z-ij+1—Axl- .
23 23
. A (6) szektor két szaggatottan rajzolt oldaldnak a hossza:
2-Ay; = Ax; , 2-Ax; - Ay,

S =——— es Sen =
61 2\/5 62 2\/3

Vegyiik észre, hOgy S$21 = S12 és S51 = S42.
A (31.3) egyenlet kifolyési tagjanak az integralja ezekkel a mennyiségekkel a

kovetkezOképpen kozelithetd:

@gaia.j (D D )
WegSerT 1511 )+

D .. -
D do f o &b/
§g@vkm o () Ay,

@

D -] .. D .. —D ..
g,l+1’j_1 8gl,] ( ) g’l+1’j &g,l,] ( )
+ . DlgS12 +D2gS21 + . ngSZZ +D3gS31 +
d, A
D, .. —D, . D, —D,
g’l>J+1 8gl,] ( ) g’1_17]+1 &g,l,] ( )
+ A . DsgS32 +D4gS41 + d . D4gS42 +D5gS51 +
Y i+l 2
D, -D,.
L e ix 2. -(DsgS52+D6gS61) (32.11a)

1

Az egyes szektoroknak a (31.3)-ban szerepld tobbi tag térfogati integraljadhoz sziiksé-
ges térfogatat a 32.9. abrarol olvashatjuk le. A kovetkez6t kapjuk:

D ..
_Hzg (x’y)(pg (x, y )dxdy = i’l’] [Zlg (ijsn +d1512)+ 25g (dy591 + Ax;y150 )]+

D ..
+ g4’w [E3g (Axi+ls31 +ij+1S3z)+ 2yg (ij+ls41 Tdysg )]+

QD ..
+ g4’.l’j [ng(d2S51 +A.xl~S52)+ 26g (Axis61 +ijs62):|' (3211b)

Ezek az egyenletek Iényegesen egyszertisodnek, amikor a rdcsosztas egyenletes €s sza-
balyos: Ax; = Ax;+1 = Ay; = Ay;+1 = p. Ekkor egyszeriien belathatd, hogy minden k-ra

p
S =9 = — ,
kl k2 5 ﬁ
tovabba d, = d, = p, amivel az el6bbi integralok a kovetkezd alakba mennek at:
Dyiisg =Dy
§Dg(x,y)gradd7g(x,y)df ~_¢& 12\/5 LELY -(D6g +D1g)+

gai+1aj_1 _cpgala] (D D ) ¢gai+laj _¢
\Dyg + Dy )+

23 23

Y ¢ ) S b .,. - ..
g.i,j+1 g.i,J ( ) g.i—1,j+l1 g.i,) ( )
D3 + Dy, )+ \Dyg + Ds, )+

243 243

+ CD ghJ -(ng +D3g)+

D
+
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D, ... —D ..
n g,i-1,j g, '(DSg +D6g)’ (32123)

23

illetve

. 2
[ 2, (.r)p, (x,y)xdy = g”’f L (51 4+ 2y + By 4+ Zgg + Tsy + Zeg)-

(32.12b)

ey

RN
,,,,,,
s

. L
. -
,,,,,,
e

32.10. abra. Hatszoges fiitéelemracs részlete

Palcakodok

A végesdifferencia-programok fontos osztalyat alkotjak a palcakddok, ame-
lyekben a fiitéelemracs minden pozicidja egyben a végesdifferencia-séma racspontja
is. Az eljarast a hatszoges geometria példajan mutatjuk be, de késébb alkalmazzuk
négyszoges ¢és haromszoges racsokra is. A korabbiaktol eltéréen nem hasznaljuk az
(i, j) indexeket, mert palcakodokban a racspontok azonositasa altalaban nem ezek se-
gitségével torténik.

A 32.10. abran egy hatszoges geometriaju fiitéelemracs részlete lathatd. Hogy
megmutathassuk a racs szabalytalansagaibol adodo problémak kezelését, az dbran egy
szabalytalan kornyezetli pontot tekintlink: az 4bran “0” jeli rdcspontot tdle eltérd tu-
lajdonsdgu racspontok veszik koriil. Az “17, “3” és “5” jell pontok, valamint a “2”,
“4” és “6” jelliek egymas kozott azonosak, de a két csoport kiilonbozik egymastol és a
“0” jelti racsponttdl. Szaggatott vonallal bejeldltikk a “0” jelli pont koriil annak az
elemi cellanak a hatarait, amelyhez a megjeldlt fiitéelem tartozik. A tobbi geomet-
ridhoz képest eltérés, hogy a racsosztas itt mindig egyenletes, hiszen a fiitéelemracs
mindig olyan, hogy két szomszédos cella kdozéppontja kdzotti tavolsdg azonos. Jelol-
jik ezt a tavolsagot p-vel. Az alabb levezetendd végesdifferencia-egyenleteket finom-
halos differenciasémanak nevezziik — szemben az Un. durvahdlos sémakkal, amelyek-
ben nem egy cella, hanem a celldknak valamilyen egyiittesét (példaul a fiitdelemkote-
get) tekintjiikk “racspontnak”. Az utdbbi sémak nem a véges differenciak modszerén,
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hanem a véges elemeken alapulnak. Targyalasuktol ebben a fejezetben el kell tekinte-
niink.

A 32.10. abran latszik a palcakodok és az egyéb geometridk kozott egy tovabbi
eltérés: az anyagi mindség nem a racspontokban valtozik ugrasszeriien, hanem két racs-
pont kozott féluton. Ez befolyésolja a végesdifferencia-egyenletek alakjat.

A véges differencidkat ugyanazon az elven épitjiik fel, mint a tobbi geometria
esetében: a “0” jelli racsponthoz tartozo cellara integraljuk a (31.3) egyenletet. A kifo-
lyési tag integraljdban problémat jelent grad @ kozelitése, hiszen a cella hatdran csak a
neutronaram folytonos, de grad@-nek szakadasa van. Ez azt jelenti, hogy csak ugy
kapunk folytonos (és differencidlhatd) fliggvényt, hogy mindegyik cellaban a difft-
zidallando egységeiben mérjiik a tavolsagot. Vegyiik példaul a “0” és “1” jelli racs-
pontokat Osszekotd egyenest. Ha az ennek mentén mért geometriai tavolsagot s-sel
jeloljiik, akkor az s' = s/ D, redukalt tavolsag szerint vett derivalt folytonos, tehat ra

vonatkozoan alkalmazhatjuk a véges differencidkkal valo kozelitést:
oD 8@ ¢1g ¢0g _ ¢1g _¢0g _ 2D0ngg ¢1g _@Og

g aS aS’ h S0_>1 B P + p B Dog +D1g P
2Dy, 2Dy,

D

Ha ezt minden szomszédra vonatkozdan alkalmazzuk, a kovetkezo finomhalos sémat
kapjuk:

2Dy, D;,, D,, —D
§D grad @, df = z O0g7ke hg  *0g P _
k= 1D0g +Dkg p \/g

2Dy, Dy Ppe = Py,

= (32.13a)
Z =Dy +D;; A3
A tobbi tag integralja pedig:
;
[[24 (e p)@g (x,y)dxdy = p* == - ZogPog - (32.13b)

Ezekben a képletekben p/ V3 és P’ J3 / 2 a hatszog egyik oldala, illetve tertilete.

Ha ugyanezt a gondolatmenetet egy négyszdges racsra alkalmazzuk, akkor a
kovetkezd képleteket kapjuk:

0g Dr
§ D grade, df = ;ﬁ(mkg ~ ). (32.14a)

A tobbi tag integralja pedig:
[[ 2o (ry)g (x, y)dxdy = 2o Do, p*. (32.14b)

Gyakran fordul eld, hogy egy hatszoges flitdelemkdteget egészében nem tudunk
elhomogenizélni, mert a kotegen beliil tilsagosan nagymértékben valtoznak a csoportal-
landok. Ekkor a hatszdget kisebb tartomanyokra, célszeriien haromszogekre osztjuk, és
a csoportallandokat csak azokon beliil homogenizaljuk. Erre mutat példat a 32.11. dbra.
Az egyes haromszogeken beliil a csoportallandék nem véltoznak, de szomszédos ha-
romszogek mar kiilonbozhetnek egymastol. A haromszdgek belsejében megjeldlt pon-
tok a haromszogek stlypontjai. Elhosszusagukat p-vel jeloljiik, igy a szomszédos racs-



82

pontok tavolsaga p/ J3.Haa (31.3) egyenletet a ,,0”-val jelolt hdromszogre integral-
juk, akkor a fentiek mintajara a kdvetkezdket kapjuk:

Dog Dyg
§ D grad @, df = Zm\/_ (@4, - Do) (32.15a)
tovabba
2
“.2 xy Xy)d.xdy Zog@ogpf:/g. (32.15b)

32.11. dbra. Celldk haromszoges geometriaban

Erdemes a palcakodok végesdifferencia-sémait a korabbi sémakkal Gsszevetni.
Ennek érdekében a (32.12a) képletet atirjuk a 32.70. dbra jeldléseire:

6, By, — Doy Doy +D
~ g  “0g T0g " Tke
§Dygradd df =y .

PN 2

Ha ezt a (32.13a) képlettel dsszehasonlitjuk, azt latjuk, hogy itt a diffuzidallandok
szamtani kdzepe szerepel, viszont a palcakddokban a harmonikus kozepiik. A térfoga-
ti integralokban fennallo eltérés a régidhatarok kiilonbozo jellegére vezethetd vissza.
(32.12b)-t igy irhatjuk:

321, + 20, + 25, + X4, + 25, + 2
J] 26 0o )y (x, ydedy = p* == £ 3g6 e

Itt is a csoportallandok szamtani kozepét kaptuk a (32.13b)-ben szerepld 2o, helyett.
Ennek az az oka, hogy a 32.10. abradn bejeldlt hatszgon beliil a csoportallandok nem
valtoznak, viszont a 32.9. abrdn a hatszog mindegyik szektordban masok lehetnek.
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Osszegzés a hatszoges 2D geometridra és a palcakédokra

A hatszoges geometriara vonatkozé (32.11) egyenleteket, valamint a palcako-
dok egyenleteit szintén lehet altalanos alakban felirni. A kifolyasi tagra ez a kovetke-
z0:

§ D erad®,df = Y g, (@4 - @, ). (32.17a)
k=1

ahol n =6, 4, 3 rendre hatszoges, négyszoges ¢s haromszoges racsokra. Az egyiittha-
tok értéke kiolvashatdo a (32.11a), (32.13a), (32.14a) és (32.15a) képletekbdl. A
(32.11a) képletben a fluxusok indexét atirtuk a szektorok indexére. (32.11b) szerint a
térfogati integral a

6
[[£,2,d7 = @ongkakg (32.17b)
=1

alakban irhat6 fel hatszoges geometridra. Palcakodok esetében ez egyszeriibb:
[[£,2,dV = @5, 5,0, (32.17¢)

2 2

ahol v =2 3 hatszbges, v = p2 négyszoges ¢és v = P 3

haromszdges racsra.

3.2.3. Harom dimenzié (3D)

Haromdimenzids (3D) sémat a 2D sémdkbol kiindulva kaphatunk: X-Y-Z
(tégla), R—©—Z (henger) és R—p—5 (gdbmb), tovabba a z valtozdt hozzékapcsolhatjuk a
hatszdges geometridhoz, valamint a palcakddokhoz harom-, négy- és hatszoges racsok
mindegyikében. El6szor az elobbi harom geometriat tekintjiik. A 2D geometridk (i, ;)
indexéhez hozza kell venniink az / indexet, amelyek a harmadik koordinata mentén
felvett osztopontok szamozéasara szolgal. A 32.12. abra az R—p—3 gdmbgeometriara
vonatkozoan mutatja egy (i, j, /) racspont kornyezetét. Ehhez a geometridhoz még
vissza fogunk térni, de az abrat egyeldre tekintsiik a racspontok mindhdrom geometri-
ara érvényes sematikus abrazoladsanak. Ennek alapjan — a (32.16) képletek mintajara —
felirhatjuk a 3D végesdifferencia-egyenletek altaldnos alakjat. A kifolyasi tag kozeli-
tése az (i, j, [) racspontban

§Dggrad¢g (r)df = Al,ijl (@g,m,jl - Qg,ijl )+ AZ,ijl (Qg,i—l,jl - Qg,ijl )+
+ Ay (@ i1s = D )+ Auy Dy 1) — Py )+
o As gy (@ i 1 = Dy it )+ A (P i1 — Dy ),

(32.18)
az integralé pedig
[[[£.0,07 =@ (ZgitVin + Zint Vi +
t 2 g itV T Z e iV + 2 g Vi +
+ 2g,i+1,j,l+1 Vz,ij,l+1 + 2g,i+l,j+1,l+lV3,ij,l+l + 2g,i,j+1,l+1 V4,ij,l+1) . (32.19)

Az itt szerepld egylitthatokat megado képletek mar olyan terjedelmesek, hogy alkal-
matlanok a 32.2. tablazathoz hasonld tdblazatokban valo dsszefoglalasra, ezért meg-



84

elégsziink a képletek felirdsaval. (32.18)-ban azért hasznalunk nagybetiiket, mert az
egyltthatok kifejezhetok a megfeleld kétdimenzids séma kisbetlis egytitthatoival.

A 32.12. abra sémadja szerint a 3D esetben nyolc oktansrol beszéliink, a 2D ¢és
3D esetek kozotti kapesolat azonban jobban latszik, ha az elsé négy oktans indexe
mell¢ az / indexet, a masodik négyé mellé¢ pedig az (/ + 1) indexet irjuk. Ezért a V tér-
fogatok indexelésénél megtartottuk a 2D esetek kvadransainak az indexeit. Az A — A4
egylitthatok értékei az X—Y—Z és R—O—Z geometridkban

A j1dzy +ay i 1824
2

kifl = , k=1,2,3,4. (32.20a)
Az As és Ag egyilitthatok a z szerinti derivaltak kozelitésére szolgalnak. Mivel ezek
kozelitése mind a négy, / szerint azonos rétegbe esdé oktansra ugyanaz, formalisan al-
kalmazhatjuk a (32.19) képletet a 2 hataskeresztmetszet helyett D-re:

Dy 141015 + Dyt j 1410245 + Dist ji114193 45 + D je114104; (32.20b)
AS,ijl = AZ > °
I+1
Dyjjv1 i + Dyt 1025 + Diga, j1103, + Di 41,104
Ag jj1 = ~ : (32.20c)
!

A T egyiitthatok két képlettel fejezhetdk ki a nyolc oktansra:

Uiz v Uz
5 Ve =5

Vit = k=1,2.3,4. (32.21)

Az R—p—9 geometria képletei specialisak. Az el6z6 képletekbdl a kdvetkezd
helyettesitéssel lehet levezetni dket:
Ax — Ar, Ay — rsin A, Az > rAS§.

Segitségiil tekintstik a 32.12. dbrat. Az r tengelyre merdleges feliiletek gombfeliilet-
darabok, nagysaguk *A£2, ahol a felsé négy oktansra

Ap A
A.Q:T(D J‘sinSdS:T(o(cosSl_l/z —cos&l);

'9171/2

A¢A191

sindy_y4. (32.22)

Az alsé négy oktansra nyilvan (/+1) és (/+1/4) szerepel /, illetve (/-1/4) helyett. Ebbdl
kovetkezik, hogy

) (Di+1, 1A+ Dy 1A )Sin 1_1/4A G, .

Ay =12
. o 4Ar;,
2 Dt jinA@ 1+ Di 1A Jsin 8,140,
T2 :
4Al"l~+1

Ha ezt Osszevetjiikk a 32.2. tablazat szerint az R—¢@ geometriandl talalhato egytittha-
tokkal, akkor azt latjuk, hogy
A gt SNy 1 4 Ay + ay i g4y SNG4 4A8

, k=1,2.
4

Ak,ijl =

Hasonl6 okoskodassal levezethetjiik a kdvetkezd dsszefiiggéseket is:
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L A it Ay + ag 1A f—34
ol 2msin ’ o

crer

Dyj 111915 + Dyt j 1410245 + Dig,j11a 034 + Dy ji114104

Aec o = sin 4
5,ijl 141725
’ 2r:A9G
i [+1
Doy + Dy 10245 + Dig j11035 + Dy je14044 .
A6,l’jl = Sin 191_1/2 .

(32.22) alapjan és (32.21) mintdjara a térfogatok a kovetkezOképpen szdmithatok ki:

B Uk,ij sin 191_1/4A19]

Vk,ljl - 2 s k:1527 354
és
v, sin & AZ
Via = =2t k= 12,34,

A programozasi recept tehat a kovetkezd: készitlink egy szubrutint, amely az
Osszes 2D geometridkban eléallitja az a egylitthatokat, valamint a v térfogatokat, majd
ezt tobbszor hiva a fenti képletekkel szamitjuk ki a 3D geometridkhoz tartozo egyiitt-
hatokat és térfogatokat.

?5.
(1) (2)
/1
/!
(4) am olia 3)
Ly
/ i/

Y 1/ J/
._““}‘/“' """ "'*“ """" — - ®
(R /// i / Pjs1

4 g 1
]
I
I
!
,’/ r. | /l .(6)
AB) iy /
, b
/ A
/(8) /o (7)
g

32.12. abra. Oktansok R—p—9 geometridban
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Hatszdges geometridban €s palcakodok esetében a (32.17) egyenletekbdl kell
kiindulni. Tekintve, hogy a harmadik dimenzi6 a z véltozo, alkalmazhatjuk a (32.20)
¢és (32.21) egyenletek alapelvét. (32.17a) altalanositasa most a kovetkezo:

n
§Dggrad@g df = ZAkdjg,kl + A7¢0g,1+1 + Ag@og’l_l .
k=1

Itt a (k, [) indexek a ,,0” jelii racspont szomszédjait jelentik az /-edik sikban, a (0, /+1)
és (0, [-1) indexek pedig a ,,0” jelt racspont alatti, illetve feletti racspontokat jelentik.
Az egyiitthatokat a (32.20) képletek mintajara szamithatjuk ki:

A iAz; +ay ;110214

kil = 5 ) k=1,2,3,4,5,6.
A masik két egyiitthatot palcakddok esetében (32.17c¢) alapjan kapjuk:
D D
A7,l = 0./+1 és AS,] = —OIU .
AZl+1 ]

Hatszoges geometridban figyelembe kell venniink, hogy a diffuzidallandé minden
szektorban mas lehet (v0. 32.9. dabra):

6 |8
D 0Dy es Ag e D v, Dy
I+1 f=1 ! k=1

A7,Z =

Pélcakodok esetében a térfogati integralt szintén (32.17c) alapjan irhatjuk fel:

200418z + 2 0,42
”J'Zg (r)cDg (r)dr =@, 0,0 g 5 g .

A fentiek mintajara ugyanez hatszoges geometriaban:

J[[ (), (r)r = @z >

g k182 + 2 Az
. .

3.2.4. Hatarfeltételek

Az ¢el6z0 szakaszban csak a belsO osztopontokra irtuk fel a végesdifferencia-
egyenleteket, amelyeket még ki kell egésziteniink a kiilsd osztopontokra vonatkozo
hatarfeltételi egyenletekkel. Ezeket két csoportra osztjuk. Az elsé csoportba olyanok
tartoznak, amelyek az adott geometria szamara kotelezok:

o r = 0 kozelében henger- és gombkoordindtdkban,

o 3=0¢s 9= n kozelében gdombgeometridban,

o periodikus hatéarfeltételek, amelyek kifejezik, hogy a fluxus ugyanaz ¢ =0 ¢és
@ =2n mellett a R—¢p 2D gémb- és R—p—3 3D gomb-, illetve a R—® 2D henger-
¢s R-®—-Z 3D hengergeometriaban.

A masodik csoportba az opcionalis hatarfeltételek tartoznak, amelyek figyelembevéte-
le vagy elhagyasa a vizsgalt esettdl fiigg. Ilyenek a kiilonb6z6é szimmetridkat tiikkr6zo
feltételek. Példak:

=  0@0x = 0 alaku hatarfeltételek x helyett barmelyik koordinataban,
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=  ahatszoges geometria szektoros szimmetriai,
= R— 2D goémb- és R—p—3 3D gomb-, illetve a R—O 2D henger- és R—-©-Z 3D
hengergeometria szektoros szimmetridi valamelyik szogvaltozé szerint.

A hatarfeltételeket a kovetkezoképpen osztalyozhatjuk formajuk szerint:

(1) vakuum-hatarfeltétel,

(2) zérus fluxusderivalt hatarfeltétel,
(3) szektorszimmetria,

(4) tiikkrozéses szektorszimmetria,
(5) eltolasi szimmetria.

Az alabbiakban a palcakodokat a tobbi végesdifferencia-sémaju programoktol
szétvalasztva tekintjiik. E18szor az utdbbiakra szoritkozunk.

Vakuum-hatarfeltétel

A vakuummal hataros feliileteken a fluxust nullaval kell egyenlévé tenni. Az
ilyen hatarfeliileteket egészértékii indexekkel latjuk el. Ha példaul az x = 0 sik ilyen
hatarfeliilet, akkor ezen j minden értékére egyszertien eldirjuk, hogy

D, =0, (32.23)

ahol j a masik koordinata indexe 2D geometriaban. 3D-ben értelemszertien @, ;, =0 a

hatéarfeltétel minden j-re és /-re. A tobbi hatarfeliileteken a vakuum-hatarfeltételt ana-
l6g médon irhatjuk fel. Mivel a végesdifferencia-egyenleteket csak belsé osztopon-
tokra irjuk fel, a fluxusnak ezt a zérus értékét az egyenletek megoldasa nem érinti.

Zérus fluxusderivalt hatarfeltételek
A zérus fluxusderivalt hatarfeltételek koziil el6szor azokat targyaljuk, amelyek
az adott geometriaval kotelezden egyiitt jarnak. Henger- és gombgeometridban a @

, 1 0@ . .
fluxusra alkalmazott Laplace-operator tartalmazza az —- e tagot, amely végtelenné
r r

@ .

valna r = 0-nal, hacsak nem lenne a@— = 0. Az ilyen tipust hatarfeltételek figyelem-
r

bevételének a modja a kdvetkezékben Gsszegezhetd:

1. azr=0 osztépont indexe i = 3/2;
2. minden j-re megkdveteljiik, hogy

D, =D, ;. (32.24)

J a masik koordinata indexe 2D geometriaban. 3D-ben értelemszeriien @, ;, =@, ;; a

hatarfeltétel minden j-re és /-re. Nyilvanvalo, hogy az i = 1 indexnek megfeleld oszto-
pont mesterséges, hiszen hozza az r sugar negativ értéke tartozik.
GOombgeometridban a fluxusnak a & valtozé szerinti derivaltja zérus ¢ = 0-nal
¢s 9=m-nél. Ezt ugyaniugy biztositjuk, ahogy » = 0-ndl jartunk el az elébb. Ha a 4
valtozo szerinti osztopontokat j = 1-t6l j = ngig szdmozzuk meg, a =0 és = m ér-
tékeknek megfeleld indexek rendre j = 3/2 és j = ng-1/2. Az R—9 geometrianak meg-
feleld két hatarfeltétel tehat
D,=D;, ¢ D D, (32.25)

ing—1 = ing
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ahol az i index a radialis osztopontoknak felel meg. Ebben a geometridban az (i, 1) és
(i, ng) osztopontok mesterségesek. A 3D R—p—3 geometria kezelése analog.

Erdemes megjegyezni, hogy ha — tévedésbdl — vakuum-hatarfeltételt irunk eld
ilyen hatarfeliileteken, rossz eredményeket kapunk. Az a helyzet, hogy az =0, $=0,
¢s 9= értekeknek megfeleld feliiletek valojaban nem ,hatarfeliiletek”, hanem a ko-
ordinatarendszer specidlis pontjai: a gdmb kozéppontja vagy a henger tengelye, illetve
a gobmb ,,északi” vagy ,,déli” pdlusa.

Ha valamelyik masik geometridban a vizsgalt rendszernek valamilyen feliiletre
vonatkozoan tiikorszimmetriaja van, ott a fluxus derivaltja eltlinik. Példak:

e 0@0z=0az= H/2 sikon, ha a henger tikdrszimmetrikus erre a sikra vonatkozo-
an R—Z geometriaban (H a henger teljes magassaga);

e O0@or=0 az r =R, feliileten egy henger alakt celldban 1D hengergeometria ese-
tében (R, a cella kiils6é sugara);

o O0@ox=0¢s 0PD/0y=0azx=0¢és/vagy y =0 sikon, ha a rendszer tiikorszimmet-
rikus a koordinatasikokra vonatkozoan 2D X-Y geometridban;

e ¢sigy tovabb.

Ilyen esetekben a probléma méretét csokkenthetjiik, ha az emlitett derivaltak eltlinését
hatarfeltételként eldirjuk. Ezeknek az eseteknek a kezelése analdg a (32.24) és (32.25)
képletekben definialt modszerhez.
j=1(e=0)
vagy

i =ng-1 (6=2x)

=2 (6=A0))

vagy
j =Ny (O=21+AB),)

32.13. abra. A 2D R—-0 geometria racsvonalai polarkoordinatakban

Periodikus hatarfeltétel

Henger- és gdbmbgeometridban a periodikus hatarfeltétel (formdlisan) a kovet-
kezd szakaszban targyalt szektorszimmetria specialis esete. Mégis attol kiilon targyal-
juk, mert a periodikus hatarfeltétel kotelez6, amikor nem all fenn szektorszimmetria.
A hatarfeltételt a 2D R—® geometria példdjan mutatjuk be.

Tekintsiik a 32.713. dbrat. A periodikus hatarfeltétel a j indexre vonatkozik,
amely a @ koordinata szerinti racsvonalak (az abran sugarak) sorszama. A hatarfelté-
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tel azt jelenti, hogy a ®@= 0-hoz tartozd sugar azonos a @ = 2n-hez tartozéval. E racs-
vonal pontjaira kell végesdifferencia-egyenleteket felirnunk, hiszen valosagosan léte-
z6 szomszédaik vannak. Jollehet egy ilyen modszert be lehet programozni, de ez fe-
leslegesen elbonyolitand a programot, mivel ellentmondana annak az alapelvnek,
hogy csak belso racspontokra irunk fel egyenleteket. Ezért — vagyis a konnyebb prog-
ramozhatdsag kedvéért —a @= 2n racsvonal (sugar) utan felvesziink egy mesterséges
racsvonalat, amelyik valdjdban a @, = A@, racsvonallal egyezik meg. Az eljarast a
32.14. abran mutatjuk be sematikusan. A @ valtozd szerinti racsvonalak a kdvetke-
z6k:

@1 — O, @2 — AQZ?'“’ @nQ—I = 21‘5’ e .= 27‘E+A@n® , (3226)

n

ahol ng a @ valtozo szerinti valésagos és mesterséges racsvonalak egyiittes szama. A
racsvonalakat nyilvan ugy kell felvenni, hogy A®, =A®, legyen. Végesdifferencia-

egyenleteket j = 2, 3, ..., ne—1-re vonatkozoan irunk fel. A periodikus hatarfeltétel ab-
ban all, hogy eldirjuk a

D = ¢i,n®—1 es @i,n@ =D, (32.27)
egyenldségeket.
=1 é=0
=2 N
AN
AN
\
j ()
\
|
i () — |
!
/
/
j:ne' =21 ///
i=n, | || .

32.14. dbra. A 2D R—0 geometria racsvonalai sematikus dbrazolasban

Egyéb geometridkban (példaul X-Y, R-Z) az eltolasi szimmetria kezelése for-
malisan a periodikus hatarfeltételével egyezik meg (lasd alabb).

Szektorszimmetria

Opcionalisan figyelembe vehetjiik a vizsgalt rendszerben esetleg meglévo
szektorszimmetriat. Ilyen esetben ugyanis a végesdifferencia-egyenletek megoldasa
ugyanezt a szimmetriat fogja mutatni még akkor is, ha a diffuzidegyenletet a teljes
(0, 2m) tartomanyra oldjuk meg. Ez azonban sokkal hosszabb szamitasi id6t igényel,
mint ha a végesdifferencia-egyenletek felirdsakor eleve figyelembe vennénk a rend-
szer szimmetriajat.

Mindenek el6tt definidljuk, mit értiink szektorszimmetridn: a vizsgadlt rend-
szernek akkor van szektorszimmetridja, ha talalunk egy olyan szektort, amelynek el-
forgatasaival az egész rendszert eld tudjuk dllitani. Ez a definicid csak a hatszoges
geometriara, illetve az R—® és R—-©-Z hengergeometridk @ valtozojara vagy az R—¢
¢s R—p—9 gombgeometridk ¢ valtozdjara vonatkozhat. A szektorszimmetria értelem-
szerlien nem vonatkozhat a gdmbgeometridk 4 valtozojara (32.7. abrak). Az elkép-
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zelhetd szektorszimmetridk szama meglehetdsen nagy, hiszen az ismétléddé szektor
kozépponti szoge 2n/N lehet, ahol N tetszdleges egész szam. (Ez aldl kivétel hatszo-
ges geometria, lasd alabb.) N=1 az el6z0 szakaszban targyalt periodikus hatarfelté-
telnek felel meg. Az ilyenfajta hatarfeltételek figyelembevételének modjat a 2D R—-®
hengergeometria példajan mutatjuk be.

o= 0‘/—\

©=60°

\_/

32.15a. abra. 60°-0s szektorszimmetria 2D R—® hengergeometriadban

32.15b. abra.30°-o0s szektorszimmetria 2D R—® hengergeometriaban

Egy egyszerli szimmetriaszektor lathaté a 32.15a. dbran: egy 60°-0s szektor
hatszor ismétlddik a rendszeren beliil (N = 6). Ezt elemi szektornak nevezziik. A vé-
gesdifferencia-egyenleteket elegendd erre vonatkozdan felirni, ha a fluxus szamara
periodikus hatarfeltételt irunk eld a (0, n/6) intervallumban. Az el6zd szakaszban tar-
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gyaljuk, hogyan lehet egy ilyen hatarfeltételt a (0, 2m) intervallumban kezelni [vo.
(32.26) és (32.27)]. Az eljarést konny altalanositani a (0, /6) intervallumra:

6,=0, @, ,=AO,, @ne_lzg, @%:%m@z,

tovabba eldirjuk (32.27) teljesiilését.

Tiikrozéses szektorszimmetria

Akkor beszélink tiikrozéses szektorszimmetriardl, amikor szektorszimmetria
esetén az elemi szektoron belill tiikrozéses szimmetria all fenn. Ha a szektorszimmet-
ria elemi szektoranak kozépponti szoge 2nt/N, akkor tiikrozéses szimmetria esetén en-
nek fele, vagyis 2n/(2N) az elemi szektor. Ezt az esetet egy gyakori példa alapjan mu-
tatjuk be részletesen. A 60°-0s szektorszimmetria specialis esete lathato a 32.15b. ab-
ran: a 60°-os szektor tikkdrszimmetrikus, ami azt jelenti, hogy az elemi szektor a 30°-
os szektor, vagyis a végesdifferencia-egyenleteket elegendd a (0, n/12) intervallumra
felirni: a ®= 0 racsvonalon a (0, 7/6) intervallumnak megfeleld szektor-hatarfeltételt,
a @= /12 racsvonalon pedig a zérus fluxusderivalt hatarfeltételt kell eldirni.

Jollehet az el6z6kbdl kovetkezik, a vilagossadg kedvéért az eljarast explicit
moddon is megfogalmazzuk. A szektorszimmetria miatt @= 0-nal bevezetiink egy
mesterséges racsvonalat, tovabbd a @ = n/12 racsvonalnak a j = ne—1/2 indexet adjuk.
Mint (32.26)-ban lathato, a 60°-o0s szektor @ = 1/6 hataran még fel kell venniink egy
mesterséges racsvonalat @=n/6 + A@-nal, ahol A@ alkalmasan valasztott érték. Ha
ezt a szimmetriatengelyre (a 32.15b. abrdan a @= 30° sugarra) tiikkrozziik, ez a&tmegy a
O=-A0 racsvonalba. Az elforgatasi szektorszimmetria miatt az ezen levo fluxusok
ugyanazok, mint a @=+A@ racsvonalon levok. Eszerint tehat AG-t A@;-mal kell
egyenldvé tenniink, és igy a @ koordinata racsvonalai a kovetkezdk lesznek:

@1 :—A@3, @2:0: @3:A@3,"', @n®—1 =TE/12_A@’1@/2’
0, =7/12+A0, /2. (32.28)

A végesdifferencia-egyenleteket j = 2, 3, ..., ne—1-re irjuk fel. A periodikus, illetve a
szimmetria-hatarfeltétel szerint eldirjuk a kovetkezdket:

@-’1 = @i,3 és D. =@,

i i,ng ing—1-*

(32.29)

Az altalanossagra visszatérve még néhany megjegyzést kell tenniink a tiikro-
zéses szimmetridkkal kapcsolatban. Tetszdleges (forgatdsos) szektorszimmetria eseté-
ben az elemi szektoron beliil elképzelhetd tiikrzéses szektorszimmetria. Ha az eredeti
szektor kozépponti szoge 21/N, akkor a tiikrozéses elemi szektoré 2m/(2N). Ezt meg-
forditva a kovetkez0 megallapitasra jutunk: ha az elemi szektor kdzépponti szoge
21/N, akkor paros N esetén a hatarfeltételek lehetnek mind forgatasos, mind tiikrozé-
ses tipustiak [v0. (32.26) és (32.27), illetve (32.28) és (32.29)], viszont paratlan N ese-
tén csak a forgatasos tipust hatarfeltételek johetnek szoba [v6. (32.26) és (32.27)].
Szamokkal: a 180°-0s, 90°-0s, 60°-0s, 45°-0s, 36°-0s, 30°-0s stb. (N=2, 4, 6, 8, 10,
12, ...) elemi szektorok kétfélék, viszont a teljes kor (,,a 360°-os szektor”), tovabba a
120°-0s, 72°-0s stb. (N=1, 3, 5, ...) szektorok csak egyfélék lehetnek a @ szerinti
hatarfeltételek szempontjabol.
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Eltolasi szimmetria

Az X-Y és X—Y—-Z geometriakban mindegyik valtozé szerint, az R—Z geomet-
ridban z szerint, a nem gémbi 3D geometridkban z szerint, tovabba a hatszoges geo-
metridban értelmezhetd az eltolasi szimmetria, ami azt jelenti, hogy a vizsgalt (altala-
ban végtelen) rendszer eldallithato, egy elemi cella eltolasaival — ugyanigy, mint egy
kristalyracs esetében. Ilyenkor elég az elemi cellat tekinteni és a hatarfeliiletein a

helyzetnek megfeleld hatarfeltételt eldirni.

(2) (2)
(1) (1)
2) (2)
1) (1)
) (2)
1) (1) (1)
(2) (2)

32.16a. abra. Eltolasi szimmetria X—Y geometriaban

(1)

(1)

3)

32.16b. abra. Eltolasi szimmetria hatszoges geometriaban

A 32.16a. abra egy ilyen rendszert mutat X—Y geometridban. Az abran csak
véges szamu téglalap van, de az egymashoz képest eltolt téglalapok szdma természe-
tesen minden iranyban végtelen. Az elemi cella a sziirkére szinezett téglalap. Az azo-
nos szammal jelolt oldalak mentén a racspontoknak és az anyagi mindségeknek azo-
nosaknak kell lenniiik. Az elemi cella (2)-vel jelolt felsé oldalan nem irunk fel
végesdifferencia-egyenleteket. Az ezzel szomszédos racsvonal az alatta levo cellaban
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megismétlddik, és mindegyiken azonosak a fluxusok. Hasonléan azonosak a fluxusok
a (2)-vel jelolt oldalakon. Ez ugyanaz a helyzet, mint a 32.7/4. abran mutatott periodi-
kus szimmetria esete. {gy tehat az eltolsi és a periodikus szimmetria formalisan azo-
nos modon kezelhetd. Az x-irdnyban analdg modon kaphatunk hatarfeltételt.

A 32.16b. abra ugyanezt mutatja hatszoges geometridban. Az elemi cella
egymassal szemben 1év0 oldalai koziil csak az egyiken levé racspontokban irunk fel
végesdifferencia-egyenleteket. Ugyanakkor ezeken kiviil felvesziink egy-egy mester-
séges racsvonalat, amelyre az iméntivel analég mdédon vonatkoztatjuk a periodikus
hatarfeltételeket.

A hatarfeltételek osszegzése

Az eldbbiekbdl kovetkezik, hogy a matematikai kezelés szempontjabol alap-
vetden négyfajta hatarfeltétellel van dolgunk:

0. opcid: vakuum-hatarfeltétel;

1. opcid: zérus fluxusderivalt hatarfeltétel;

2. opcio: szektor- (periodikus) hatarfeltétel, illetve eltolasi hatarfeltétel;
3. opcio: tiikrozéses szektorszimmetria-hatarfeltétel.

Hasznalatukkal kapcsolatban egy sor megszoritast kell figyelembe venni. A lehetsé-
ges kombindcidkat a 32.3. tdblazatban foglaljuk Gssze. Az elsd két oszlopban az
egyes valtozok szerinti tengely bal €s jobb végén felvett opcid sorszamat talaljuk, a
harmadik oszlopban pedig azokat a valtozokat adjuk meg, amelyekre az adott kombi-
nacid6 nem vonatkozhat. A palcakodok esetében a szimmetridk kezelése eltér a
végesdifferencia-sémaju programok esetétdl, ezért ezekkel kiilon szakaszban foglal-
kozunk.

32.3. tablazat. Megszoritasok a hatarfeltételek megadasaval kapcsolatban

Hatarfeltétel Valtozo és geometria, amelyre nem vonatkozhat
Bal Jobb az adott kombinacid
0 0 r hengerre és gombre, 4 gdmbre
0 1 r hengerre és gombre, J gdmbre
0 2 és 3 minden valtoz6 minden geometriaban
1 0 4 gombre
1 1 -
1 2¢és3 4 gébmbre
2 és 3 0 minden valtozé minden geometridban
2¢és3 1 4 gombre
2és3 2 és 3 r hengerre és gombre, 4 gdmbre

Megjegyzések a tablazathoz:
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Y

Y

=

A @ valtozora gombgeometriaban csak az (1, 1) kombinacié fogadhato el. Ebben
benne van a félgomb, amelyre 4 a (0, n/2) vagy a (w/2, 0) intervallumban valto-
zik. Ezek az esetek leirhatok az (1, 3), illetve (3, 1) kombinaciokkal is N = 2 mel-
lett. Jobb azonban ezeket kizarni, mert az (1, 1) kombinaci6 ezeket is lefedi fél-
gomb esetén.

A henger és gdmb r valtozojara a baloldali hatarfeltétel csak az 1. opcid lehet.

A (0, 2) és (2, 0) kombinaciok sziikségtelenek. Példaul a (0, 2) kombinacio perio-
dikus hatarfeltételt jelentene a baloldali vakuum-hatarfeltétellel kombinalva.
Eszerint a fluxusnak a jobb oldalon is el kellene tlinnie. Ezt a helyzetet a (0, 0)
kombinacio irja le. A (0,3) és a (3,0) kombinaciok szintén sziikségtelenek,
ugyanis veliik egyenértékiiek a (0, 1), illetve az (1, 0) kombinaciok.

A (2, 2) kombinacionak nincs értelme a tdblazatban megadott koordinatakra.

A (0, 2) és (2, 0) kombinécidkat leszamitva nincs megszoritas az x, y €s z koordi-
natdkra vonatkozodan.

A szektorszimmetria (3. opcid) X-Y és hatszoges geometridban csak a geometri-
anak megfeleld N értékek mellett értelmes. Az eldébbiben csak a 360°-, 180°-,
90°- és 45°-0s szektorszimmetridk engedheték meg (N =1, 2, 4, 8). Hatszoges
geometridban megengedhetdk a 360°-, 180°-, 120°-, 90°-, 60°- és 30°-0s szektor-
szimmetridk (N=1, 2, 3, 4, 6, 12). Természetes tovabba, hogy a racsosztasoknak
illeszkednitik kell a szimmetridkhoz.

A haromszoges geometria szimmetriai specidlisak. Nem megyiink a részletekbe.

Hatarfeltételek palcakodok esetében

A pélcakodokhoz tartozo hatarfeltételek kezelését kiilon targyaljuk. A lehetsé-

ges esetek szama meglehetdsen nagy, ezért az alkalmazhaté modszereket csak jelleg-
zetes példakkal illusztraljuk. Minden példa a hatszdges fiitdelemracsokra fog vonat-
kozni.
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32.17a. abra. 360°-0s ,,szektor” hatszoges racsban

A 32.17a. dbra egy hatszoges racsot illusztral, amelyben semmiféle szimmet-

riat nem tételeziink fel. A racspontokat ugy szamoztuk meg, ahogy egy szamitogépi
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programban torténik. Az egyes racspontok szomszédainak az 4bra szerinti sorszdmat
egy kiilon szubrutinnal kell kiszamitani, hogy a program a megfelelé fluxusértékeket
tudja a (32.13a) képletbe helyettesiteni. Fehérre szineztiik azokat a ,,palcédkat”, ame-
lyekre vonatkozoan a vakuum-hatarfeltételt eldirjuk. Az idézdjel arra utal, hogy ezek
valdjaban nem palcak, hanem mesterséges racspoziciok. A végesdifferencia-egyenle-
teket csak a szilirkére szinezett palcakra irjuk fel. Ez az abra a hatszoges palcakodok
alapesete: ha van is a rendszeren beliil szektor- vagy egyéb szimmetria, a geometria
megadasakor ezt nem vessziik figyelembe, a kapott fluxusok ezeket a szimmetriakat
mégis mutatni fogjak.

A 32.17b. abra egy 120°-o0s szektorszimmetriat mutatd rendszert illusztral. A
harom, egymassal fedésbe forgathat6 szektort kiillonbozoképpen szineztiik ki. Az ele-
mi szektor sotétsziirke, csak rd vonatkozoan irjuk fel a végesdifferencia-egyenleteket.
Fehérre szineztiik azokat a szamozott pozicidkat, amelyek csak a hatarfeltételek figye-
lembevétele miatt sziikségesek, de rajuk vonatkozoan nem irunk fel végesdifferencia-
egyenleteket. Ezt a szinezési modot alkalmazzuk a tobbi &dbran is. A feketére szinezett
kozépponti palca specialis helyzetii, tulajdonképpen mindegyik szektorhoz hozzatar-
tozik vagy — ha ugy tetszik — egyikhez sem. A vakuum-hatarfeltétel az 1, 2, 3, 4, 5,
10, 15, 20 palcakra vonatkozik, de — az egyszerliség kedvéért — ezt nem jeloltik kii-
16n. Itt ugyanis lehetne periodikus hatarfeltétel is, ha az dbran mutatott hatszog egy
elemi cella, amelynek az ismétlédése adja ki a vizsgalt rendszert (v6. 32.17e. dbra). A
szektor-hatarfeltétel figyelembevétele érdekében a rendszerhez hozzaszamitottuk a
fehér 16, 17, 18, 19, 20 és a vilagossziirke 1, 6, 11, 16, 17 sorszamu palcakat. Ezek
ugyanolyan szerepet jatszanak, mint a (32.26)—(32.29) képletekkel definialt hatarfelté-
telek mesterséges racsvonalai. A palcakddok kétféleképpen jarhatnak el. Az egyik
modszer szerint a mesterségesen felvett palcakhoz tartozé fluxusokat ténylegesen ta-
roljak, €és minden iteracid végén frissitik, ahogy az egyéb programok teszik (lasd a
3.4. alfejezetben). A masik mddszer esetében csak az elemi szektorhoz tartoz6 palcak
fluxusait tarolja a program, ¢s a végesdifferencia-egyenletek szerinti szomszédok sor-
szamat szamold szubrutin veszi figyelembe az adott szektorszimmetriat. Mindkét
megoldasnak vannak elényei €s hatranyai, de ezek részleteibe nem bocsatkozunk.
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32.17b. abra. 120°-o0s szektorszimmetria hatszoges racsban
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A kovetkezo példa a 60°-os szektor lesz, amelynél egyarant lehetséges a for-
gatasi €s a tiikkrozéses szimmetria. A 32.17c. abra a tikkrozéses szimmetriat illusztral-
ja. Az elemi szektor a 32.17b. abran lathatd 120°-os szektor fele. A tlikrozés tengelye
az 1-2-4-7-11 vonal. Az elemi szektor masik oldala a 11-12—-13—-14-15 vonal, ame-
lyen a fluxusok kiilonbozhetnek a tiikrozés tengelyén felvett fluxusoktol. Ezért ebben
a rendszerben az 1-15 palcdk mindegyikére kell egyenletet felirnunk. A mesterséges
palcakat ennek megfeleléen vettiik fel. A helyzet mas a 32.17d. abrdn, amely a forga-
tasos 60°-os szektorszimmetriat mutatja. Itt ugyanis a haromszog két oldalan felvett
fluxusoknak meg kell egyeznilik, tehat elég csak az egyik oldalra felirni a végesdiffe-
rencia-egyenleteket. A mesterségesen felvett palcak ennek felelnek meg. A mestersé-
ges palcakkal kapcsolatos programozoi megoldast illetden ugyanaz a két mddszer 1é-
tezik, mint amit a 120°-o0s szektornal mondtunk.
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32.17c. abra. 60°-os tiikkrozéses szektorszimmetria hatszoges racsban
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32.17d. abra. 60°-os forgatasos szektorszimmetria hatszdges racsban
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A 32.17e. abran lathatd helyzet a 37.12d. dbra modositasa, amikor a szektor-
szimmetriat eltolasos szimmetriaval kombinaljuk. Ilyenkor az elemi cellat képez6 hat-
szoget eltoljuk oly modon, hogy az egymassal szemben 1év6 oldalak fedésbe kertilje-
nek. A forgatdsos szimmetria miatt az adott esetben ennek érdekében az eltolassal
egyidejlileg a hatszoget még 180°-kal el is kell forgatni. Az elemi cellan kiviil megje-
lend (fehérre szinezett) poziciok az elemi cellanak a hatarvonallal szomszédos racs-
pontjainak felelnek meg. Végesdifferencia-egyenleteket azonban csak a sététre szine-
zett és megszamozott palcakra irunk fel.
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32.17e. abra. Eltolasi szimmetridval kombinalt 60°-os forgatasos szektorszimmetria hatszdges racsban

Szabdlyozorudak kezelése

A szabalyozorudak figyelembevételével kapcsolatban az a probléma meriil fel,
hogy a rudak belsejében tilsagosan nagy az abszorpcids hatdskeresztmetszet, és igy
ott nem érvényes a diffuzioegyenlet. Ezt a problémat altalaban ugy szoktuk megke-
riilni, hogy a diffuzidegyenlet érvényességét csak a radon kiviil tételezziik fel, és a rad
feliiletén megadjuk a fluxus logaritmikus derivaltjat, amelyet valamilyen, a rid belse-
jére végzett transzportelméleti szamitassal hatarozunk meg. Ezen a médon a diffuzio-
egyenletet a radon kiviil anélkiil is meg tudjuk oldani, tovabba a sokszorozasi ténye-
zOt anélkiil is ki tudjuk szédmitani, hogy a fluxust a rad belsejében kiszdmitanank.
Nézziik meg, hogyan irhatok fel ilyen esetben a végesdifferencia-egyenletek.

Tekintsiik a 32.18. abrat, amely csak annyiban kiilonbozik a 32.1. dbratol,
hogy van benne egy szabalyozorad. Ez a sziirkére szinezett teriilet. A véges differen-
cidk modszerébol kovetkezik, hogy a rad hatéarfeliiletének is rdcsvonalnak kell lennie.
A rud feliiletén valamelyik g csoportban (vagy csoportokban) megkoveteljiik, hogy
teljesiiljon a

oD, (r,1)
Dy (r,)—=2 22 =y, (r,,1) (32.30)
ON
hatérfeltétel, ahol r; a feliilet kiszemelt pontja, N pedig a feliilet kifelé mutatd norma-

lisa ebben a pontban. A y tényezot kiilon szamitassal kell meghatarozni. Erre altala-
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ban Monte Carlo vagy transzportelméleti modszereket szoktunk igénybe venni. y an-
nal nagyobb, minél erésebben abszorbeald anyagbol all a rad, és minél vastagabb.
Sz¢éls6 esetben a rud minden berepiild neutront elnyel (vagy ahogy mondani szoktuk:
“a rud fekete”). Ekkor a rad hatarfeliiletén a vakuum-hatarfeltétel érvényes, hiszen a
vakuum olyan kozeg, amely minden neutront elnyel (vagyis albédoja zérus). A véges
differencidk médszere megengedi, hogy a (32.30) hatarfeltételt csak egyes csoportok-
ban irjuk eld, a tobbiben pedig a rad belsejében is alkalmazzuk a diffuzidegyenletet.
(32.30)-at tobbnyire ebben a csoportban koveteljiik meg, amely leggyakrabban a ter-
mikus csoport (g = G), mivel az abszorpcids hataskeresztmetszet altaldban a termikus
csoportban a legnagyobb. Ha a a rud albédoja, akkor

l 1-a
=_. i 32.31a
4 2 1+a ( )
Ebbdl kovetkezik, hogy
y < % (32.31b)

A fentiek szerint tehat ez a felsd hatar a fekete rudak hataresetében valosul meg. El-
hanyagolhat6 abszorpcidju rudakban y= 0. y-nak azonban nem ez az als6 hatara. Ab-
ban az esetben ugyanis, amikor a rad belsejében moderator van, a rid hataran a fluxus
kifelé csokkenhet, aminek negativ y felel meg. Ilyen helyzet 4all eld példaul akkor,
amikor a rudat a reaktorbdl kihizzak, és a helyére moderator keriil.

j=1
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32.18. abra. Szabalyozorudat (sziirkére szinezett rész) tartalmazo reaktor (X—Y geometria)

A 32.18. dabran bejeldlt osztopont kornyezetét a 32.19. dbran kinagyitva mu-
tatjuk be. A mondottak szerint a diffizidegyenletet csak az (1) — (3) kvadransokra in-
tegraljuk. A kifolyasi tag

DPgij1~Pgij Dighx; +DygAxyy

Ay ; . 2
D, .DZgij+D3gij+l n

D, (x,y)grad @, (x, y)f = + (32.32a)
n (Dg,i+1,j T g,
Axi+1 2
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N Pgijr1 ~ Pgij D3ghxin N
AV 2
N Poi-1,j = Pgij Dighy;
Ax; 2
Ay i +Ax
j+ i
7¢g,ij ' 2

Az utolso tag negativ eldjele onnan ered, hogy az itteni feliileti integralban a feliilet
normalisa a rud feliiletén a rad belseje felé¢ mutat, viszont (32.30)-ban az N vektor ki-
felé mutat. A (32.2b) térfogati integral pedig a kovetkezéképpen modosul:

.”28’ (x,y)@g (x,y)dxdy = (32.32b)

@ l i
= i”] (ElgAx,'ij +22gAxi+lij +23gAxi+1AyJ+1)'

ly
Dy

Ay,
" (1) (2
i-lJ. AX. D, AX;y .‘Dim' X
4) (3)
AV
®i-1,j+1 ’ @LHl

32.19. dbra. A 32.18. abran bejelodlt osztopont kornyezete (X—Y geometria)

Az eddig felirt egyenletek elégségesek a difftizidegyenlet megoldasahoz. A
sokszorozasi tényezd szamitdsdhoz azonban a teljes neutronmérleget figyelembe kell
venni, tehat a szabalyozoradban abszorbealodott neutronok tejes szamat annak ellené-
re ki kell szdmitani, hagy a radon beliil nem ismerjiik a fluxust. A szamitést arra az
esetre végezziik el, amikor a (32.30) logaritmikus hatarfeltételt a termikus csoportra
vonatkozoan irjuk eld. Ekkor az id6tdl fiiggetlen transzportegyenlet a rud belsejében
igy irhat¢ fel:

~Qgrad @, (r,Q)- 23 (r)@, (r,Q)+ 0, (r,Q) =0,

ahol Q, a lassulas révén fellépd neutronforras. Mivel a termikus csoportrol van szo, a
szoras hatasat figyelmen kiviil hagyhattuk.”? Ha ezt a szabalyozorud térfogatara integ-
raljuk (az integréljel alatt: “sz.r.””), akkor a kdvetkezdt kapjuk:

*? Ha a g-edik csoport nem a termikus csoport, az alabbiakat konnyen lehet altalanositani.



100

(40 [{2(r)e, (r.Q)- 0, (r.Q)jdr = - [dQ [Qgrad, (r.Q)dr =

4 SZ.T. 4n SZ.T.
= [div (r)dr =~ §J,(r,)df
SZ.T. SZ.T.

A rud feliiletén felirt (32.30) hatarfeltételhez hozzatartozik, hogy a rad feliiletén mar
érvényesnek tekintjiik a diffuzios kozelitést, vagyis

-J, (l‘s ) =D, (rS )grad@g (l's ),

amit az el6z6 egyenletbe helyettesitve kapjuk a keresett végeredményt:

jdgj[z . (r.Q) Qgrg]dr—@ (r, Jgrad @, (r, )df =
—§D )df W )

Ha ezt a képletet a 32.18. dbran lathato helyzetre alkalmazzuk, akkor azt kapjuk,
hogy

Ax; + Ay (

§7@ df 7 @g,ij + @gl Lj + ¢g i,j+l1 + @g 1—1,j+1)‘ (3233)

SZ.T.

Vegyiik észre, hogy a (32.32a) képlet utolso tagjanak a negativja éppen az itteni 6sz-
szegnek a @, ;; fluxushoz tartoz6 tagja:

Ax; + Ay

A (32.33)-ban szerepld integralban nem az (i, j) pont koriili kvadransokra, hanem a
32.19. abran sziirkére szinezett téglalapra integralunk. Amikor a téglalap masik ha-
rom csucspontjara irjuk fel a (32.32a) képletet, azokban az utolso tag negativja rendre

Ax; + Ay iy Ax; + Ay iy Ax; + Ay iy
7’—2 @g,i—l,ja 7’—2 Qg,i,j—la 7’—2 Qg,i—l,jﬂ

lesz. (32.33) szerint e négy tag 0sszege megadja a radban abszorbealddo é€s a lassulo
neutronok szamanak a kiilonbségét a g-edik csoportra vonatkozdan. Ez a gondolatme-
net altalanosithat6 arra az esetre is, amikor a rud feliiletén nem négy, hanem akarhany
osztopont van. A kovetkezd alfejezetben g-re Osszegezni fogjuk a végesdifferencia-
egyenleteket. Mivel ekkor a lassulasi és neutronszorasi tagok ki fogjak ejteni egymast,
belatjuk a kovetkez6t: amikor a (32.32a) szerinti mennyiségeket dsszeadjuk a szaba-
lyozorud feliiletének minden pontjara és minden csoportra, a y -val aranyos tagok 0sz-
szege éppen az abszorbealddd neutronok szamdnak a negativjat adja meg. Ha kisza-
mitanank a fluxust a rud belsejében 1év6 osztopontokra, és vennénk a (32.32b) szerint
az abszorpciora kapott mennyiségeket, ugyanezt kapnank, és szintén negativ eldjellel
szerepeltetnénk a végesdifferencia-egyenletekben. Erre az észrevételre sziikségiink
lesz a kovetkezd alfejezetben (a kiils6 iterdcio targyalasakor).
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3.2.5. A végesdifferencia-egyenletek és hatarfeltételek pontossaga

A 3.2.1.-4. szakaszokban alkalmazott modszerek a lehetd legegyszeriibb alaku
végesdifferencia-egyenletekhez vezetnek: a kifolyasi tagban csak a tekintett racspont
kozvetlen szomszédaihoz tartoz6 fluxusok szerepelnek, a térfogati integralokban pe-
dig csak a tekintett ponthoz tartozo fluxus. Az alabbiakban megvizsgaljuk, milyen
pontossagot biztositanak ezek, illetve milyen aron lehet a pontossagot fokozni. A 1¢é-
nyeg megértéséhez elegendd a feltett kérdést a legegyszeriibb esetben, az 1D sikgeo-
metria esetében megvizsgalni. A kés6bbiekben attériink a 2D geometridra is.

Megfontolasok 1D sikgeometriaban
El6szor a kifolyasi tagot vizsgaljuk meg. Sikgeometridban a diffuzidegyenletet

a
d do
o2 s(o(a)+ o)-0 233
alakban irhatjuk fel, ahol
2(x)= 23 (x)+ Zg (x)+ Dy B (32.33b)

A g csoportindexet az egyszeriiség kedvéért elhagyjuk. A 32.20. abra mutatja a véges
differencidknak megfelel6 racsosztast. A kifolyasi tag integraljat az

Xit1/2 X,

J‘ i{D(x)d@(x)}dx=[D(x)d@(x)} 1/2 -

Xi-1/2 dr dr dx Xi-1/2

— Q.
=+ D; (32.34)

i+l i

D,
~ i+l

formulédval kozelitjiik, amint a (32.4) képletbdl kiolvashatdo. Megmutatjuk, hogy ez a
derivaltaknak meglehetésen magas rendl kozelitése. El8szor egy olyan racspont kor-
nyezetét tekintjiik, ahol sem a diffuzidallando, sem a racsosztas nem valtozik. Itt a
fluxus derivaltja folytonos és a fluxus Taylor-sorba fejthetd. Ha megelégsziink az elsé
harom taggal, akkor — mint egyszeriien beldthat6 — a sor a kovetkezo:
o)z @, + Lt =P | P * P 220 (32.35)
24x 2oy

ahol z=x-x; és Ax =x;| —x; = x; —x;_; . Ennek a derivaltjai

do(x) _do(7) _Pi=Piy
dx X=Xy, B dz z=—Ax/2 B Ax
€S
do(x) _do() _Pin =P
dx X=X/, B dz z=Ax/2 B Ax

Ha (32.35)-ben egy harmadrendii tagot (z°) is felvesziink, akkor e tag egyiitthatojanak
a meghatarozdsdhoz mar nem elégségesek a (D1, D;, D;11) fluxusok, tovabbi racs-
pontokhoz tartoz6 fluxusokra is sziikség van. Ezért az egyiitthatot az adott szamitasi
séma keretén beliil nem tudjuk kifejezni, vagyis ezt a tagot kénytelenek vagyunk el-
hanyagolni. fgy a derivaltakat megadé fenti képlet hibaja (Ax)*-tel aranyos. A kozeli-
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tés tehat masodrendig pontos. Ha ennél nagyobb pontossdgot kivanunk, az adott sza-
mitasi sématol el kell térniink.

NI

Nlw
Njo1

< 1
« 1
«

1 ——
"><

I ——
I ——

I~

1 i=2 i=3 i=4

32.20. abra. Réacsosztas sikgeometriaban

Olyan racspontokban, ahol D valtozik, csak a fluxus és az aram folytonos, de a
fluxus derivaltjanak szakadédsa van. Ha azonban a fluxust x helyett z = (x— X; ) / D
figgvényének tekintjiik, egy folytonos derivalttal rendelkezd fiiggvényt kapunk. Igy

crey

D(z)= @; +bz+cz” (32.36)

sorfejtéssel kozelithetjiik, ahol a polinom egyiitthatéi a kovetkezd egyletekkel fejez-
hetdk ki:

@, | = ®; —bd, +cdi, dy, = Ax; /D,
és
@y, = @; +bd, +cdj dy =Ax;,1 /Dy -
Itt mar megengedjiik, hogy Ax is valtozik. Ebbdl egyszeriien kapjuk az egyiitthatdkat:

Ry, -y, (47 -d3)o,

b= (32.37a)
ddy(d, +d,)
és
oo d\ @iy +dy @iy ~(dy +dy)®;
dle(dl +d2) ’ (3237b)
Ha a (32.36) polinomot x szerint derivaljuk, a kdvetkezdt kapjuk:
do(x) _ 1 do(z) D, -D,
dx X=X;_1/, Di dz z=— a4 A'xi
és
do(x) _1 do() Pin =P
dx X=X;11/2 Di+1 dz z:ﬁ Axi+1

2

Ez azt jelenti, hogy a (32.34) képlet masodrendli kozelités tetszéleges racsosztas és
diffazioallandok mellett. Altalaban igaz tehat, hogy a hibatag (Ax)*-tel aranyos.

A térfogati integralokra is kivdnatos olyan kozelitést alkalmazni, amelynek a
hibgja ugyanilyen rendli. A 3.2.1.—4. szakaszokban alkalmazott kozelitések a kdvet-
kezd alaktak:

Xit
jmz(x)db(x)dx =g, 210t 22 i A (32.38)

Xi1/2

Ha az integralast a (32.36) polinomra elvégezziik, a kovetkezd eredményt kapjuk:
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Xi+1/2
.[Z(x)@(x)dx =@, 2iAx; +221-+1Axi+1 B
Xi-1/2
bl 2; 2 2 2 cl| 2 s S 3
— | L (Ax; ) — Ax. < N N
8 D,-( ) D,-+1( z+1)}+24L)i2( ) +Dz-2+1( 1) | (32.39)

ahol b ¢és c értékét a (32.37) képletekbdl kell behelyettesiteni. A kozelités akkor lenne
masodrendii, ha a b-vel aranyos tag eltlinne. Ez azonban csak kivételes esetekben ko-
vetkezik be. Ilyen példaul a kdvetkezd: Ax; = Ax;i1, D; = D1 és 2= 2;11. Ekkor a ko-
zelités relativ hibaja (Ax)*—tel aranyos, mint a derivaltak esetében. Kovetkezésképpen
a (32.38) képlet pontossaga csak az imént emlitett specidlis esetben egyezik meg a
(32.34) kozelités pontossagaval.

Levonhatjuk azt a kovetkeztetést, hogy homogén tartomanyok belsejében
ajanlatos egyenletes racsosztast alkalmazni. A régiok hataran azonban a csoportallan-
dok ugrasa miatt a kozelités relativ hibdja Ax-szel ardnyos. Ez azt jelenti, hogy — amig
a (32.38) kozelitést alkalmazzuk — nem lehetséges az ilyen nagysagrendli hibaktol
megszabadulni. A (32.38) kozelitésnek azonban vannak formalis elonyei. El6szor, ez
a képlet egyszerti, a (32.39) képlet programozasa viszont nehézkes. Mdsodszor,
(32.39) nem altaldnosithatd a 2D és 3D sémdkra (lasd alabb). Harmadszor, (32.39)
bonyolultabb matrixalgebrahoz vezet, mint a (32.38) képlet. Az utobbi allitas illuszt-
ralasara tekintjiik a fentiekben emlitett specialis esetet:

Ax; = Axjr1, D;= D €s 2= 2.
Ekkor a (32.39) képlet a kovetkez6t adja:

Xi+1/2
[2()o(x)dx = 2, Pia * 22? FPit g (32.40)
Xi-1/2

Ez olyan képlet, hogy a kiszemelt pont kérnyezetére vonatkoz6 integral kozelitésében
a szomszédos racspontokhoz tartozé fluxusok is eléfordulnak. A pontossédg fokozasa
érdekében levezetett (32.39) képlet tehat oda vezet, hogy nem csak a végesdifferen-
cia-egyenletek egyiitthatoi, hanem a szerkezetiik is megvaltozik. A legtobb végesdiffe-
rencia-program ezért alkalmazza a (32.38) kozelitést — pontatlansagai ellenére.
Az integracids képlet befolyasolja a hatarfeltételek megfogalmazasat is. Hogy

ez mit jelent, azt sikgeometridban a

d@(x)

— =0 (32.41)

dx x=0

baloldali hatarfeltételre vonatkozodan fejtjlik ki. Ennek a hatéarfeltételnek a kielégitésé-
re két mod kinalkozik a végesdifferencia-kozelités keretében (vo. 32.20. abra):

(1) Az x =0 pont az i = 3/2 indexili racsponthoz tartozik.
(2) Azx=0pontazi=1 indexii raicsponthoz tartozik.

A két esetet kiilon tekintjiik.
Az (1) esetben a (32.41) képlet egyenértékii a

@D, =D, (32.42)
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feltétellel. Belatjuk, hogy ez Osszhangban van a (32.34) képlettel. Valoban, ha a
(32.41) feltételt az i =2 indexii racspontra felirt (32.34) képletben alkalmazzuk, a ko-
vetkezot kapjuk:

xsf a D(x)d@(x)j|dx _ D(x)d@(x) =p. DD (32.43)
dx dx dx X=X - AX3 ,
x3/2 5/2
hiszen
0= D(x)difx) =0, 2225
X=X3/7 2

Ebbdl kovetkezik a (32.42) feltétel. Ezzel belattuk, hogy a (32.41) feltételnek ez ma-
sodrendil kozelitése. i = 2 az elsd olyan racspont, amelyre végesdifferencia-egyenletet
irunk fel. Az ebben szerepld kifolyasi tagot (32.43) adja meg. Az i =1 racspontra
azért nem kell egyenletet felirni, mert a hozza tartozo6 fluxust (@) a (32.42) feltétel
meghatarozza. Az i =2 racspontra vonatkozé integral alakja attdl fiigg, hogy (32.38)
¢s (32.39) koziil melyiket alkalmazzuk. Megmutatjuk, hogy az utobbi hasznéalata nem
jar kiillonosebb elénnyel. A (32.36) polinom egyiitthatéi az i =2 racspont esetében
egyszerubbek, mint a (32.37) képletek:

_ dy(@3 - @,)
dy(d, +d,)
és
@5 - Dy
c=—F7F—=<.
dy(d, +d,)
A (32.41) feltételt tobbnyire a reaktor kozéppontjdban alkalmazzuk, ahol a racsosztas

egyenletes, és a csoportallandok nem valtoznak. Emiatt (32.39) altalaban a kdvetkezd-
re egyszertisodik:

X572 @3 _@2
[Z(x)o(x)dx = £,@,A%, + 5, = Ay =5

X3/2

(0]
3+ 23D, Ax
24

Ezt kozvetleniil is megkaphatjuk (32.40)-bdl, ha figyelembe vessziik a (32.42) képle-
tetis. A 2,®,Ax, tag a (32.38) kozelitésnek felel meg. Mivel @, = @, a

D - D,
2, 4 Ax,
parabolikus korrekcio kicsi, tehat a (32.38) képlet a hatarfeliilet kozelében mindig jo
kozelités.

A hatarfeltételnek ez a kezelésmddja egyszerii, de megvan az a hatranya, hogy
nem kapunk fluxusértéket az x = 0 pontra. A (2) modszer ezzel szemben megadja ezt
a fluxusértéket. Ugyanakkor a dolognak csak a (32.36) parabolikus kozelitéssel egytitt
van értelme. Ennek belatasara felirjuk az x = x; = 0 ponthoz tartozé végesdifferencia-
egyenleteket. A kifolyasi tag felirasdhoz sziikséglink van az i=0 indexii pontra,
amely az x = 0 siktol balra van. (Nem latszik a 32.20. abrdn.) A szimmetria kovetkez-

tében @y = @, és D| = D,. Ezzel a kifolyasi tag igy irhato:
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ng a D(x)dcb(x)} dx:[ D(x)dcb_(x)rﬂ =

X,
Xi/2 1/2

L=2D ,
Av, Av, e (32.44a)

ahol x5 =—Ax, /2 és x5, = Ax, /2 . Ha a (32.33a) egyenletet integraljuk, akkor elsd

rendben a
D, - D,

2

2D, - 2@ Ax, +O(x; JAx, =0, (32.44b)

egyenl8séget kapjuk. Ebbdl kovetkezik, hogy (@—@)) kiilonbség vezetd tagja (Axa)*-
tel aranyos, vagyis az (xj, x;) intervallumban a (32.36) képlet csak tigy alkalmazhat6,

hogy b =0 ¢és c # 0. A c egyiitthat6 értéke ekkor
D, - D
5
(Ax,)

C =

fgy az integral egyetlen elfogadhaté kozelitése

X3/2 ~
[Fe(v)dx = H@ar, + 5, %A"z =2 %Mz.
X172

Ennek azonban csak akkor van értelme, ha az i > 1 racspontokban a (32.39) képletet
alkalmazzuk. A fentiekben azonban ugy dontottiink, hogy az integralra nem ezt, ha-
nem a (32.38) képletet alkalmazzuk. {gy tehat a zérus fluxusderivalt hatarfeltételre a
(2) modszer alkalmazasa nem konzisztens a tobbi végesdifferencia-egyenlettel. Ezért
az (1) és (2) megoldéasok koziil inkabb (1)-et ajanljuk.

1D gombi és hengeres geometridak

A fenti megfontolasok a sikgeometridra szoritkoztak. Ami a derivaltak kozeli-
tését illeti, az elmondottak konnyen altalanosithatok az 1D gomb- €s hengergeometri-
ara. Az éltalanositds az integralok esetében is egyszerli, amennyiben a (32.38) képlet
megfeleldjét alkalmazzuk. Ugyanez érvényes a hatarfeltételekre is. Természetesen
maguk a képletek némileg eltérnek (lasd 3.2.1. szakasz), de a fenti konkluziok ér-
vényben maradnak.

Amikor azonban a (32.39) parabolikus képletet alkalmazzuk, a helyzet elbo-
nyolddik. A megfelel6 képletek felirdsatol eltekintiink, mert ezt a kozelitést nem java-
soljuk. Természetesen levezetésiik nem igényelne kiilondsebb oOtleteket.

Megfontolasok a 2D geometridakra vonatkozoan

A sikgeometriara vonatkoz6 fenti megfontoldsokat altalanositjuk a 2D X-Y
geometriara. Ebben hivatkozunk a 32.2. dbrdra. El6szor feltételezziik, hogy a cso-
portallandok ugyanazok a négy kvadransban. A fluxust Taylor-sorba fejtjikk az (i, j)
racspont koriil:

@(x,y)z@o +ax +bx? +cy+aVy2 +exy+...,

ahol az a, b, c, d, e egyiitthatoknak a kovetkez6 egyenleteket kell kielégitenitik:
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D(Ax;0)= Py, D(Ax;,0)=Dry (32.45a)
@(O, ij): D; i @(O, ij+1): D; i1 (32.45b)

Ez négy egyenlet 6t ismeretlen egylitthatora. Az e egyiitthatot emiatt egyeldre hataro-
zatlannak hagyjuk. Meghatarozasahoz tovabbi racspontokhoz tartoz6 fluxusokra len-
ne sziikség.

A kifolyasi tag integralja négy tag 6sszegeként irhato fel:

”div Dgrad@ dV = {)Dgrad@df =

jD dij

fent lent

dx + j D—d - j D—dy,

ay jobbra

ahol az integralok ala irt szavak a 32.2. abra szaggatott vonalanak megfelelé szaka-
szait jelentik. Példaként a ,.fent” és ,,lent” jelli szakaszokat tekintjiik, amelyek az (1)
¢s (2) kvadransok felso, illetve a (3) és (4) kvadransok als6 hatarat jelentik. A t6bbi
szakaszt analog mddon lehet kezelni.

Ax;., /2 Ax;,, /2 Ay .
ID—dx_ _[ Da_@ dx = _[ D{C+2di+edex:
it _ W | py B 2
ent Ax; /2 y= ij/Z Ax; /2
Ax;,, /2
<1 pfer2a s i 2P S0P
—Ax; /2 2 2
Hasonldan:
i+1/2 2_ . 2
jD—dx_ | (c 2d yf+lex+e(Axi+l/2) (Ax;2)"
lent —Ax, /2 2 2

Az e egylitthatoval ardnyos tagok kiesnek, amikor e két integralt egymasbol kivonjuk.
Ebbdl kovetkezik, hogy az e egyiitthato értéke a kifolyasi tagot nem befolyasolja, igy
akar nullaval is egyenldvé tehetjiik. Ami a térfogati integralt illeti, a

e[[xydv

integral csak akkor tiinik el, amikor a racsosztas egyenletes mind az x-, mind az y-
tengely mentén. Ennek ellenére mindig e = 0-val szamolunk. Igy az a és b, ¢ és d
egyiitthatokat kiilon-kiilon kiszamithatjuk a (32.45a), illetve (32.45b) egyenletekbdl.
Mindkét parra alkalmazhato a (32.35) képlet.

Az éltalanositds nem olyan egyszerii, amikor a csoportallandok valtoznak a
32.2. abra szaggatott vonalain beliil. A részletektdl eltekintiink. Sajnos a fenti meg-
fontoldsok szigorian nem vihetdk at a 2D és 3D gdmb- és hengergeometridkra. Ezt az
R-Z geometria példajaval illusztraljuk, feltéve, hogy a csoportallandok ugyanazok
mind a négy kvadransban (vo. 32.4. dbra). A kifolyasi tag alakja

[[[div(Dgrad@)dv=§ Dgrad@df = | Daa—¢2nrdr— | Daa—@andr+
fent z lent z

+2mr, | D—dz 2mr jD
jobbra balra
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Pillanatnyilag csak az e egyiitthatdt tartalmazo tag integraljaval foglalkozunk:

2neD[ Irzdr - jrzer =0,

fent lent

mint az X-Y geometriaban. A masik két integral azonban nem ejti ki egymast:

(Zj—1/2)2 - (Zj+1/2)2 (
2

2neD| 1 J-zdz -7 J-zdz = 2neD
jobbra balra

Tit1 —rl-)i().

Végeredményben megallapithatjuk, hogy a véges differencidkra hasznalt szo-
kasos kozelités csak az 1D geometridkban pontos mésodrendig. Kovetkezésképpen a
2D és 3D geometriakban nem érdemes a parabolikus kozelitést alkalmazni. Mas kér-
dés, hogy — rdadasul — az e egyiitthatd hatarozatlansaga miatt nem is tudnank ezt kon-
zekvensen megtenni. 1D geometridkban a parabolikus kozelités még alkalmazhato,
tehat megfontolandd, de itt sem ad sokat, mivel a racsosztds alkalmas stiritésével az
egyszeriibb képletekkel is konnyen elérhetjiik ugyanazt a pontossagot.

Befejezésiill még roviden visszatériink a gomb- és hengergeometridkban a
szogvaltozok szerinti derivaltakra, amelyeket ugy kozelitjiikk, hogy a hur hosszat a
koriv hosszaval helyettesitjilk. Példaként az R—® hengergeometriat tekintjiik. A
(32.8a) képlet elsd és harmadik tagjanak nevezdjében szerepld r,A@; ¢s ;A0 ki-
fejezések az (i, j) és (i, j—1), illetve az (i, j) és (i, j+1) racspontok k6zotti korivek hosz-
szat adjak meg. Valdjaban nem ezeknek, hanem a megfelelé hiroknak a hosszaval
kellene a véges differencidkat kdzeliteni. Az abrardl konnyen leolvashato, hogy a hu-
rok hossza

2r;5in(A@; /2), lletve  2;sin(A@;,, /2).

Ha ezeket sorba fejtjiik, belatjuk, hogy az ivhosszal valé kozelités ugyaniigy masod-
rendii, mint a derivaltak egyéb, fent alkalmazott kozelitései:

2
2r;5in(A@; /2)= 1,00, 1—%#.. .

A véges differencia relativ hibgja tehat (A e j)z -tel aranyos.

3.3. A végesdifferencia-egyenletek megoldasa iteracioval

Ebben a fejezetben csak a sztatikus sajatérték-egyenlettel foglalkozunk, ezért a
t valtozot elhagyjuk.

3.3.1. Az egyenletrendszer felirasa

Az el6z06 fejezetben tobb geometridra is kiszdmitottuk a véges differencidkat.
Az alabbiakban az 5-pont sémakkal foglalkozunk részletesen, de az elmondottak egy-
szerlien atvihet6k a hatszoges geometria 7-pont sémajara €s a haromdimenzios sémak-
ra is. Az 5-pont végesdifferencia-egyenlet kifolyasi tagja az alabbi alakban irhato fel:

§D,gradd, (r)df = (33.1)
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=ad +0@g iy j+cDy; i +dD

g.i-l,j g.i,j+1

Az egyszeriség kedvéért az a, b, ¢, d egyiitthatokhoz egyelére nem irjuk oda a (g, i, ;)
indexeket. A szabdlyozérudakra vonatkozo (32.32a) alaku egyenletre ez annyiban
igaz, hogy az “(i, j)” racspontnak azok a szomszédai hidnyoznak, amelyek a szabalyo-
zorud belsejébe esnek. @, egyiitthatoja ekkor két részbdl tevodik Ossze: egyrészt a
megmarad6 szomszédok egylitthatdinak az 0sszege, masrészt a y-val aranyos tagok.
(32.32a) szerint:

Ay +Ax;

—(a+b+c+d)-y >

Azt kaptuk tehat, hogy @, ;; egyiitthatoja (33.1) szerint a szomszédok egylitthatoinak
az Osszege, amikor az “(i, j)” racspont nem hataros szabalyozoériuddal. Ha az “(i, j)”
racspont egy szabalyozorud feliiletén van, @, egyiitthatdja hatdrozottan nagyobb,
mint a tobbi egyiitthatd Gsszege. Altalaban igaz tehat az a megallapitas, hogy Dy ij
egylitthatoja nagyobb vagy egyenld, mint a szomszédok egyiitthatoinak az osszege.

A (33.1)-ben felirtakhoz még jarulnak @, ;-vel ardnyos tagok, amelyek a ko-
vetkezO harom tipusba sorolhatok: (1) az abszorpcids és a removal hataskeresztmet-
szet, (2) a neutronlassulasi tag €s (3) a hasadasok jaruléka. Az elsé tipusba tartozo ta-
gok eldjele negativ, és ezeket 6sszevonjuk a (33.1)-ben levd egyiitthatokkal:

§Dggrad@ (r)df—”[Ea(r)+ ER(r)] @ (r)dr =

~a® +b®@ +e@y; i +d® ed,, .. (33.2a)

g.itl,j g.i,j+l — C g

[[lz20)+ =2 @)] @, (r)ar

@

g.i-1,j
ahol

e=a+b+c+d+ >a+b+c+d. (33.2b)

g0

Az e > a+b+c+d relacid dontd szerepet jatszik a végesdifferencia-egyenletek megol-
dasaban. A hasadasi forras jarulékat a kovetkezdképpen jeldljiik:

= fo Z ” VL (r)@, (r)dr. (33.3)

gll]

Az integraljel alatti (i, j)-vel azt jeloljiik, hogy az integréaldst az (i, j) racspont koriili
kvadransokra kell kiterjeszteni. Végiil bevezetjiik a lassulasi forrast:

=2 .”2g Lo (r)Dy (r)dr . (33.4)

g'#g lj

Mindkét 6sszegben az integralt a kiilonbozd geometridkban a 3.2.2. szakaszban felirt
képletek szerint kell kiszamitani.

Végeredményben tehat a (31.2) kevéscsoport diffizidegyenletnek az abrakon
kiszemelt osztopontjara vonatkozo végesdifferencia-egyenlet a kdvetkezd alaku:

2 1-nél nagyobb albédoji rudak esetében (3.2.31a) szerint < 0, ez a megallapitas tehat nem igaz. Lat-
ni fogjuk, hogy ez konvergenciaproblémakhoz vezethet, ezért keriilendd. Az ilyen rudak belsejében
tobbnyire alkalmazhaté a diffiizidegyenlet, tehat sziikség sincs a logaritmikus hatarfeltételre.



109

Sei g

D D D

ag +bg7ij@ +Cg 4 +a’g,ijcb +Lg,ij +

g Fgi-1,j g,itl,j g, g j+1 T €g.ijFgij

keff

(33.5)
Mostantol az a, b, ¢, d és e egyiitthatokat is ellatjuk indexekkel annak érdekében,
hogy vildgosabban latsszon: értékiik fiigg a csoport indexétdl (vagyis g-t6l), tovabba a
kiszemelt racsponttdl (i, j). Ha ezt az egyenletet minden osztopontra felirjuk, annyi
lineéris egyenletet kapunk, ahany ismeretlen van. Ez tehét kesre vonatkozoan algeb-
rai sajatérték-egyenlet, amelyet — legalabbis elvileg — az ismert algebrai modszerek
valamelyikével meg lehet oldani.

Az ismeretlenek nagy szdmara valo tekintettel az iteracids eljarasok a legin-
kabb célravezetok. A numerikus nehézségeken tulmenden a kozvetlen moddszerek
(példaul Gauss-eliminécid) lassabbak, mint az iteracid, ha az osztdépontok n széma
elég nagy. A kozvetlen eljarasok ugyanis n°-bel ardnyos szamu szorzast igényelnek,
viszont egy iteracids 1épésben végzett szorzasok szama n’-tel aranyos. Ha tehat az ite-
raci6 szama n-tol gyengén fiigg, az iteracid gyorsabban szolgaltatja a megoldast. Mi-
vel csak Osszeadasokat tartalmaz, nem jar jegyveszteségekkel. Az iteraciot a gyakor-
latban két szakaszra szokés bontani:

o Kezdetben ismertnek tételezziik fel az S, ; hasadasi forrast. Ezt a (33.5) egyenlet-
ben adottnak véve, megoldjuk az

ag ;P +bg ;P +Cg i Py j-1 T gy P Doy +Lgjj+Sg=0.

(33.6)

>ij gai_l’j g’H_l’j gsi’j+1 - eg’ij g’l]

egyenletet. Az ehhez szlikséges iteraciot nevezziik belso iterdcionak.
o A belsd iteracio végeredményével Ujraszamoljuk kcg-et €s a hasadési forrast, ame-
lyet (33.6)-ba helyettesitve egy ujabb belsd iteracidt hajtunk végre. Ennek alapjan

tovabb javitjuk a hasadasi forrast, amig el nem érjiikk a konvergenciat. A hasadasi
forras ujraszamitasat kiilso iteracionak nevezziik.

Tekintve, hogy a kiilsd iterdcid6 minden lépésében keg-et is Gjraszdmoljuk, végered-
ményben a teljes sajatérték-problémat megoldjuk.

3.3.2. Belsé iteracio

A belsd iteracio (33.6) alapjan azt jelenti, hogy minden osztépontban Ujrasza-
moljuk a fluxust:

@ +bg ;@ +Co i Poij Y dgjPoijr Loy +S

@ _ agalj gai_laj gai+15j galj y

o g,y
gy .

&
(33.7)
Ennek matematikai elemzéséhez bevezetjiik a kovetkez6 jeloléseket:

®,: a g-edik csoporthoz tartozd fluxusok vektora. A fluxusokat a belsé osztopontok
szerint rendezziik sorba: a bal fels saroktdl kezdve balrol jobbra haladunk, majd
a vizszintes racsvonalakat feliilrdl lefelé vessziik sorba.

S,: a g-edik csoporthoz tartozé hasadasi forrasokbol képzett S, ;; / e, ; mennyiségek

vektora. Az osztopontok sorrendje ugyanaz, mint a fluxusok esetében.
L,: a g-edik csoporthoz tartozo lassulasi forrasokbol kepzett L, ; / e, ; mennyisegek

vektora. Az osztdpontok sorrendje ugyanaz, mint a fluxusok esetében. A fluxusok
vektoraival a kdvetkezd kapcsolatban van:
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L,=>B,, o, (33.8)

g'#g

ahol a By, matrix elemeit a (33.4) és a (32.2b), illetve (32.3b) képletek alapjan

szamithatjuk ki. A kevéscsoport elméletben altaldban energidban csak “lefelé” va-

16 sz6ras lehetséges, ami azt jelenti, hogy a B matrixok eltiinnek, amikor g’ > g.

Ag: a (33.7)-ben szerepld ag /ey i s s dgyifeq; egyiitthatokbol képzett matrix.
Szerkezetének részleteire még visszatériink.

Ezekkel a jelolésekkel a (33.7) iteracios képlet vektori alakja a kdvetkezo:
Q,=A,0,+> B, D, +S,. (33.9)
g'#g

A szamitasi séma konnyebb megértése érdekében ezt a vektoregyenletetekbdl
allo rendszert célszerli az egyes csoportokra kiilon-kiilon felirni. Mivel csak “lefelé”
val6 szoras van, a g = 1 csoportra vonatkozoan (33.9) igy fest:

(DI = Alq)l +Sl'

Itt S; adott, tehat az egyenlet — az 1. csoportra alkalmazott belsd iteracioval — meg-
oldhat6. Tegylik fel, hogy ez megtortént. Ezutan tekintjiik a g = 2 csoportra vonatkozo
egyenletet:

q)2 = Azq)z +B1_>2q)1 +Sz.

Mivel az 1. csoportra mar kiszdmitottuk a fluxust, ez az egyenlet — a 2. csoportra al-
kalmazott 0jabb bels6 iteracioval — megoldhatd, hiszen a jobb oldal utolso két tagja
ismert. Ezt folytathatjuk a 3. csoportra, amelyre a kovetkez6 egyenlet vonatkozik:

q)3 = A3(I)3 +B1_>3(I)1 +B2_>3q)2 +S3.

Ezt ismét megoldhatjuk, és igy tovabb a g = G csoportig.

Ezen a modon a belsd iteracio konvergencidja az egyes A, matrixok tulajdon-
sagaitol fiigg. A konvergencia elemzése emiatt szétcsatolhatd az egyes csoportokra. A
vizsgéalando vektoregyenlet tehat (g =1, 2, ..., G)

O, =A, 0, +L,+S, =A,D, +s,, (33.10)
ahol az s, vektor adott. Tételezziik fel, hogy mar ¢ belsé iteracios 1épést tettiink. Ek-
kor az (/+1)-edik iteraltat a

D, i1 =A, D, +5, (33.11)
képlet adja meg. (33.10)-et kivonjuk (33.11)-bdl:

2 4
Ag,({?l :(I)g,ff+1 —q)g = Ag(q)g,ﬁ _(I)g): AgAg,ﬁ = AgAg,ﬂ—l =...= AgAg,l'
Nyilvanval6, hogy ez a hibavektor akkor tart 0-hoz (vagyis az iteraci6 akkor konver-
gal), ha az A, matrixnak minden sajatértéke 1-nél kisebb. Az aldbbiakban ezt latjuk
be.

frjuk fel az A, matrix legnagyobb abszolut értékii sajatértékéhez tartozo sajat-
érték-egyenletet:

A9 =10.
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Ha a sajatvektor legnagyobb abszolut értékii komponensének indexe k, akkor az erre
vonatkozo egyenlet alapjan irhatjuk:

?

Py . O
A= ZAg,kk' Ral'sh , vagyis |/1| < ZAg,kk' k < ZAg,kk' .
K P K kKl K
Itt kihasznaltuk, hogy A, minden eleme nem-negativ. A (33.2b) egyenl6tlenségbdl
kovetkezik, hogy a jobboldal hatarozottan kisebb 1-nél. Ezzel belattuk, hogy

2] <1,

ami a mondottak szerint a belsd iteracido konvergenciajat jelenti. Természetesen mas
kérdés, milyen gyors a konvergencia. Az iteracid gyorsitasara szdmos modszert dol-
goztak ki, amelyekrdl a 3.4. fejezetben lesz sz6. A gyakorlatban nem nehéz biztosita-
ni, hogy a konvergencia 10—15 1épésben bekdvetkezzen. A helyzetet kdnnyiti a ko-
vetkezo két koriilmény:

o A kiilsd iterdcio kezdeti 1épéseiben nem érdemes a belsé iteraciot kiilondsen nagy
pontossagig erdltetni.

o A Kkiils6 iteracio utolso Iépéseiben viszont az el6z0 kiilso iteracidoban kapott fluxus
jo kezdoértéket jelent a belsd iteracié szdmara.

Mindkét koriilmény csokkenti a belsd iteraciok szamat.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a fenti gondolatmenetben kihasznaltuk az A,
matrixoknak a (33.7) iteracios képletbdl adodo szerkezetét. Ha a 3.2.5. szakaszban
vizsgalt egyéb végesdifferencia-sémakat alkalmaznank, a fenti levezetés érvényét
vesztené. Megjegyezziik ugyanakkor, hogy az iteraci6 konvergencidjara vonatkozé
allitasunk érvényes a 3.2.3. szakaszban levezetett 3D sémakra is.

3.3.3. Kiilsé iteracio

A kiilsé iteracio konvergenciaja kiilon vizsgalando6 kérdés. Az alabbi elemzés-
ben feltételezziik, hogy a kiils6 iteracié mindegyik 1épésében olyan pontossagig foly-
tatjuk a belsd iteraciot, hogy annak hibéja elhanyagolhato. A kiilso iteracido konver-
gencidjat a hasadasi forrds konvergencidja jelenti. Ennek vizsgdlatdhoz tovabb egy-
szer(isitjiik a jeloléseket. Legyen F a @, vektorokbol 4116 hipervektor:

,
@,

Je

Hasonloan képezziik az S vektort, amelynek a komponenseit ugyanabban a sorrend-
ben alkotjak a (33.3) egyenletben szerepld S,; hasadasi forrasok, mint a F vektor
komponenseit a @, ;; fluxusok. (33.3) alapjan definidlhatunk egy produkcios operatort
(matrixot), amely a fluxusvektorbol eldallitja a forrasvektort:

S=PF.

A (33.5) sajatérték-egyenlet ennek segitségével a kovetkezo vektoros alakba irhato:
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1 pF_DF-o, (33.12)

eff

ahol D a (33.5) egyenlet tobbi tagjat magaba foglalo destrukcios operdator.
A konvergencia vizsgalatahoz bevezetiink egy egyszerti vektornormat, amely
a vektor komponenseinek az 6sszegét jelenti:

= Z xk .
k
(33.12)-bdl kovetkezik, hogy a két norma hadnyadosa ke

_ [PF]
ff — [DF] :

Miel6tt a kiilso iteracid konvergencidjat vizsgalnank, kozbevetdleg érdemes megmu-
tatni, hogy a végesdifferencia-kozelités ellenére ez a kifejezés megdrizte eredeti fizi-
kai értelmét: a sokszorozasi tényez6t megkapjuk, ha a hasadasok altal a reaktorban
idéegység alatt termelt neutronok szamat elosztjuk az abszorpcio és a kifolyas révén
1d6egység alatt eltiind neutronok szamaval.

Az osztoépontok azonositasara tovabbra is az (i, j) indexeket fogjuk hasznalni,
amelyek végigfutnak az 6sszes belsd osztopontokon. Ennek segitségével a DF vektor
normaja

[DF]=
- _ZZ( gl LJj +b @g i+1,j c @g,i,j—l +dg,i/@g,i,j+1 _eg,ij@g,ij +Lg,ij)E
g=11i,j

——Z §D grado, r)df+z [[23 ()0, (r)dr. (33.13)

g=lreaktor g=l1 reaktor
Ennek belatasahoz a 3.2. fejezet képleteibdl indulunk ki. (33.4)-bdl és (31.1¢)-bol ko-
vetkezik, hogy

G

Z (_ €eijPgij + Loy ) =
g=l

—(ag,l-j+bg,l-j+cg’ i ”( +Z’R)§D dr+” ZZg,%g Dydr | =

(i.j) €#¢

_(ag,ij Thgij+Coij+dg i [Py _(”)(Zga +2§)@gdr + Z H ZR@ dr =
i.j

1

Mo T

[0))
ﬂ‘

G
= 3| -(ag, g dg gy~ [[Ei@,dr].
g=l 7

Itt kihasznaltuk, hogy

G
_ yR
Zzg’ﬁg =2g

** Ez val6jaban nem is vektornorma. Ezért alkalmazzuk ra a Gauss-féle 6sszegzési jelet: [...].
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ami miatt az integralokbol csak az abszorpciot megado tagok maradnak meg. Ezzel a
(33.1) egyenlet alapjan kapjuk:

[DF];iZ{ § D, graded, ()it + [[ 2 (r)gbg(r)dr}.

g=lij | (i) (i.))

A térbeli integralok 6sszege (33.13) jobb oldaldnak masodik tagjat adja. A feliileti
integralok 0sszegében a szomszédos osztopontok kornyezetének érintkezd feliiletein
egymast kolesonosen kiejtik — kivéve a legkiilsd osztopontok kornyezetének a reaktor
kiilso feliilete fel¢ eso feliileteit. Az igy fennmaradé integralok osszege a reaktor kiil-
s0 feliiletére vonatkozo feliileti integralt adja ki, ahogy (33.13)-ban allitjuk. Szigortian
véve az integral nem a tényleges kiils¢ feliiletre vonatkozik, hanem ahhoz képest fél
racsosztasnyival beljebb van. Mivel ez az abszorpcid és a hasadas térbeli integraljara
is érvényes, ezt a koriilményt figyelmen kiviil hagyhatjuk.

Amikor szabalyozérudak is vannak, az (j, j)-re valo 6sszegzésbdl ki kell hagy-
ni a rudak belsd pontjait. A 3.2.4. szakasz végén irtak alapjan be lehet latni, hogy leg-
utobbi képletiink ebben az esetben is igaz. A norma tehat a reaktor egészében abszor-
bealodod és a reaktor kiilsd feliiletén kifolyd neutronok egyiittes szdma, —D,grad @,
ugyanis a J, aramvektor, amely a kiilsd feliileten kifelé iranyul. Ezért a feliileti integ-
ral pozitiv mennyiség. A PF vektor normdjardl hasonloan be lehet latni, hogy:

[PF]= iZSg,l.j = i [[vzi(r)@, (r)dr, (33.14)

g=lij &=l reaktor
ami a reaktorban a hasadasok altal termelt neutronok teljes szama. Ezzel fenti allita-
sunkat igazoltuk.
Vizsgaljuk meg ezekkel a jelolésekkel a kiilsd iteracio konvergencidjat. Az /-

edik 1épésben a forras az /-edik 1épésben szamolt fluxushoz tartozik. (33.6) szerint
tehat az iteracio a kovetkezot jelenti:

F,,, =D 'PF,. (33.15a)

Az iteraciot akkor tekintjiikk konvergensnek, ha az F, iteraltak a (valahogy normalt) F

megoldéssal ardnyossa valnak, hiszen egy sajatfliggvény csak egy tetszdlegesen va-
laszthat6 szorz6tényezd erejéig van meghatarozva:

F, =zaF,

ahol « alkalmas aranyossagi tényez6. Megmutatjuk, hogy a fenti iteracié még ebben
az értelemben sem konvergens, ugyanis az « tényezd értéke még akkor is fiigg /-t0l,
amikor az aranyossag mar kialakult. Helyettesitsiik ugyanis a fenti aranyossagot az
iteracios képletbe:

F,,; =D 'PF, = oD 'PF = cth F = k. F,

vagyis az iteraltak — a konvergencia kozelében — minden 1épésben ker-vel szorzodnak.
Ez azt jelenti, hogy szuperkritikus esetben az iteracio divergens, szubkritikus esetben
pedig 0-hoz tartd fluxust eredményez. Ennek kivédésére a hasadési forrast minden
1épésben normdlni kell. Legegyszeriibb azt megkovetelni, hogy a norma 1 legyen:

[PF,]=1. (33.15b)
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A gyakorlatban ez a kovetkez6t jelenti. E16szor (33.15a) szerint kiszdmitjuk az
F/,; =D'PF,

vektort, majd ezt normaljuk:

A fentiekben belattuk, hogy a konvergencia kozelében F; ; = k. F,. Az ebbdl kapott

hasadasi forras normaja (33.15b) szerint
[PF/.. |2 k. [PF, ] = ke,

ami a kiilsé iteracié minden Iépésében felhasznalhatd kg szamitasara.

Ezutan bebizonyitjuk: az igy modositott iteracio konvergens. A (33.12) sajat-
érték-probléma sajatértékei legyenek ki, kp, ..., a megfeleld sajatfiiggvények pedig
rendre @, ¢a, ..., vagyis Po, = k,D@,. Az n = 1 indexhez tartozik a keresett megoldas,
tehat k) = ks, €s @) aranyos F-fel. A k, sajatértékek monoton csékkend sorozatot al-
kotnak. A sajatfiiggvényeket is (33.15b) szerint normaljuk: [P(pn]: 1. Az l-edik ite-

raltat fejtsiik ezek szerint haladé sorba:*

Fﬁ, = zwnf Dy -
n
A (33.15b) normalési feltétel és a sajatfliggvények normalasa azt jelenti, hogy
Z Wye = 1.
n
Helyettesitsiik a sorfejtést a (33.15a) iteraciods képletbe:

' -1 -1 '
F€+1 =D PFZ = ZWMD P(Pn = zwnﬁkn(pn = zwn,h-lq)n >
n n n

amibdl a sajatfiiggvények ortogonalitdsa miatt
Whee1 = Wk, .

A vesszOt azért tettiik ki, mert ezt még normdlni kell ahhoz, hogy az (¢+1)-edik iteral-
tat megkapjuk:

'
W, i41 wnfkn

nl+l = ' =
Z W 141 z Wk
n' n'

Teljes indukcidval egyszeriien belathatjuk, hogy ezek az egyiitthatok a kdvetkezokép-
pen is felirhatok:

w

l 14
Wn,€+1 — Wnlkn _ ( /kl) (3316)
an’lk anl /kl

Ennek alapjan mar egyszerlien belathatjuk, hogy

** Mivel az operatorok matrixok, és a sajatfiiggvények vektorok, ezt mindig meg lehet tenni.
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mw, =Gy -

{—0
Valoban, (33.16) jobb oldalan k,/k; <1, ha n>1, igy az n= l-nek megfelelé wy,
egyiitthatot kivéve mindegyik 0-hoz tart. n =1 esetén viszont a hatarérték 1. Ezzel
megmutattuk, hogy a (33.15b) szerinti normalassal a kiilsd iteraci6 konvergens, €s
hatarértéke

/—o0

3.4. A belsé iteracié gyorsitasa

A 3.3. alfejezetben targyalt belso iteracio konvergencidja az A, matrixok leg-
nagyobb sajatértékétol fiiggd sebességgel konvergal. A belsd iteracid gyorsitasanak
szamos modszere ismert, koztik a legelterjedtebb a szukcessziv tulrelaxdlas. Ezen
talmenden targyaljuk még a kézvetlen matrixinverziot €s a durvahalos kiegyenlitést.
Altalanosan alkalmazhaté médszer még a Csebisev-iterdcio, amelyet az 5. fejezetben
ismertetiink a kiilsd iteraciod gyorsitadsara. A jelolések egyszeriisitése érdekében a ko-
vetkezOkben elhagyjuk a g csoportindexet.

3.4.1. Gauss-Seidel iteracio

Mindenekel6tt tisztaznunk kell, hogy az iteracio valdjaban nem a (33.11) kép-
lettel torténik. Amikor ugyanis a szamitasban végigmegyiink a belsé racspontokon, az
(-edik iteracidhoz tartozo fluxust azonnal kicseréljiik az (¢+1)-edik iteracidhoz tartozo
értékre, mihelyt az utobbit kiszamitottuk. Ha nem igy tennénk, az iteracid programo-
zasakor kiilon kellene tarolni a @, és ®,,, iteraltakat, ami felesleges bonyodalom,
tovabba kétszeres helyet igényel az operativ. memoridban. Amikor az elsd
végesdifferencia-programok késziiltek (az 1960-as évek elején), a szamitdgépek thl-
sagosan kicsik voltak a két iteralt kiilon valé taroldsdhoz. Emiatt azdta — maig tartdan
— a fluxusokat egyetlen tdmbben taroljuk, jollehet a korszeri gépek megengednék a
®, és @, iteraltak kiilon valo tarolasat is. Ha csak a legfrissebb iteraltakat taroljuk,
kénytelenek vagyunk az 11 iteraltat azonnal a régi érték helyére beirni. Ezt az eljarast
Gauss-Seidel iteracionak nevezziik. Targyalasdhoz az A matrixot egy also és egy fel-
s haromszogmatrix osszegére bontjuk:

A=-U-V, (34.1)

ahol —U tartalmazza az A matrix foatloja alatti elemeket, —V pedig a foatlo felettieket,
a tobbi elem pedig zérus. Ezekkel a jelolésekkel a (33.11) képlet helyett a kdvetkezd
iteracios képletiink van:

©/yy =-UD), — VO, +s,
vagyis
®,,,=—(E+U)"'VO, +(E+U)'s.
A konvergencia sebességét meghatirozo iteracids matrix ezzel a

T=-(E+U)"'V (34.2)
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alakban irhato6.

Szimmetrikus pozitiv definit A matrix esetében be lehet bizonyitani,”® hogy a
Gauss-Seidel iteracio konvergens. A véges differenciadk modszerében nem tételezhet-
jiik fel, hogy a matrix szimmetrikus, igy az idézett tétel kozvetleniil nem alkalmazha-
t6. A konvergenciat az aldbbiakban altalanosabb dsszefiiggésben fogjuk vizsgélni és
bebizonyitani.?’

3.4.2. Kézvetlen matrixinverzio egy dimenziéoban

Miel6tt tovabbmennénk a két- vagy haromdimenzids véges differencidk tar-
gyalasaban, megmutatjuk, hogy egy dimenzidban nincs feltétleniil sziikség iteraciora,
mert a végesdifferencia-egyenletek egyszeriien megoldhatok. Amikor egydimenzids
rendszert vizsgalunk, a (33.6) egyenletben csak az (i—1, j) és (i+1, j) indexii tagok ma-
radnak meg, hiszen az (i, j—1) és (i, j+1) indexiick a masodik dimenzié miatt jelentek
meg. Ezért ekkor a j index el is maradhat:

ahol az i index végigfut a belsdé racspontokon: i =2, 3, ..., m—1. Ha a racspontokat
balrdl jobbra haladva rendezziik sorba, akkor ez a kdvetkezOképpen irhato at vektoros
alakba:

Ch=s, (34.4)
ahol @ az ismeretlen @, fluxusok vektora, s elemeit pedig az L; +S; Osszegnek az

egyes racspontokhoz tartozo értékei adjak, végiil C az egyenlet egylitthat6ibol képzett
kontinuans matrix:

o . (34.5)

€C

Als6 indexbe irtuk annak a racspontnak az “7” sorszamat (i = 2, 3, ..., n—1), amelyhez
az a;, b; és e; egyiitthatok tartoznak. Az elsd és utolso sorbdl hidnyzik az “a”, illetve
“b” egyiitthato, mert a hatarfeltételek miatt a megfeleld egyenletben sem szerepelnek
— legalabbis vakuum-hatarfeltételek esetén. A zérus fluxusderivalt hatarfeltétel figye-
lembevételének a modjat ugy vezethetjiik le, hogy a (34.3) egyenletet felirjuk i = 2-re

ési=m—1-re:

% Lasd példaul Rozsa Pal Linedris algebra és alkalmazdsai cimii konyvében (Miszaki Konyvkiado,
1974).

*7 Fentebb belattuk, hogy a belsé iterdcié konvergens, de ez nem a Gauss-Seidel iterdciora vonatkozott,
vagyis akkor még ugy tekintettiik, hogy ®,-t és @, -et kiillon taroljuk. Az ember 6sztdndsen sejti,

hogy a Gauss-Seidel iteracié konvergenciaja ennél csak gyorsabb lehet, de a sejtést nem art be is bizo-
nyitani.
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és
am_l @m_z + bm—ldjm - em_l @m_l + Lm—l + Sm—l - O . (34.3b)

(32.24) alapjan a (34.5) szerinti matrix modosul:

, (34.5a)

ahol e, =e, —a, . Ha a rendszer jobb oldalan irunk el zérus fluxusderivalt hatarfel-
tételt, akkor e/, , =e, , —b, ;. A periodikus hatarfeltétel figyelembevétele (32.27)
szerint torténik. Ekkor a C matrixnak még szerkezete is megvaltozik:

62 _b2 0 0 ...... 0 - 612

Lo . (34.5b)

A szimmetrikus szektor-hatarfeltétel egyik esete a 32.15b. dbran lathatd, amikor a pe-
riodikusan ismétlodé 60°-os szektoron beliil tiikrozési szimmetria érvényesiil. A meg-
feleld hatarfeltételt a (32.29) képletek adjak. Ekkor az elsd €s utolsé pontra felirt
egyenletek (34.3a) és (34.3b) szerint a kdvetkezok:

illetve

a @m_z + bm—l®m—l —e @m—l + Lm—l + Sm_1: 0 .

m—1 m—1

Ekkor a C matrix a kdvetkezéképpen modosul:

) (34.5¢)

!

1 =€, —b,,_1 - A megfeleld hatarfeltételeknek a palcakodok
esetében valo felirasat az Olvasora bizzuk.

ahol b} =b, +a, és e
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A matrixok felirdsa utan ratériink C invertalasara. (34.5b) kivételével a C mat-
rixok felbonthatok két matrix szorzatéra:

C=C,-C,,
ahol_
a, 0 0 O... 0 0 1 7, 0 O...... 0 0
B, a3 0 0. 0 O 0 73 Oeenn. 0 O
0 B a, 0. 0 0 0 0 1 pge. 0 0
Ci=| e, €s C, =
.................................................................. 1 7,5
10 O B Oy 10 O 0 1 |

Egyenletrendszert kapunk a C; és C, matrixok elemeire, ha kozvetleniil felirjuk a két
matrix szorzatanak elemeit. Megoldésa a kovetkezd egyszerti algoritmussal torténhet:

ﬂk =—Ajpi1» Vi :—bk/ak, (k:2, 3, ceey m—2),
o, =6€,, ap =¢ep _ﬂk—lj/k—l’ (k:3, 4, . m—l)

Felhasznalasukkal a fluxusokat a kovetkezd mddon szamithatjuk ki. Eldszor Ci-et
invertaljuk, vagyis megoldjuk a C;s’' =s egyenletrendszert:

s S, — Br_Si_
sy =%, Sk =2k P17kl Pt , (k=3,4, .., m-1).

a, 277
Ezutan C, invertalasa, vagyis a C,® =s’ egyenletrendszer megoldasa adja a keresett
fluxusértékeket:

D :S;n_l, @k :S/’( _yk@k+l7 (k=m—2, m—3, ceesy 2)

m—1

Ez az algoritmus kozvetleniil nem hasznalhato a (34.5b) szerinti matrix invertalasara.
Felirhato azonban egy 2x2-es hipermatrix alakjaban:

c-|e b"
a T |

ahol
i 63 _b3 O ..... 0 0 | __ a3 | __ b2 |
—614 €4 _b4 ...... 0 0 0 0
F N A , a— , b _
............................................. 0 0
L 0 ................... _am_l €m_1_ __ bm—l_ __ 612_

A T matrix mar (34.5) szerinti alakt, tehat a fenti algoritmussal invertalhatd. (Rendje
természetesen 1-gyel kisebb.) Az ismeretlen @ vektort és s-et is felbontjuk ezen a
moédon:
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_@2 - _S2 -
@, 3
D
@! S!
_@m—l_ _Sm—l i

Ezekkel a jelolésekkel a (34.4) egyenletrendszer igy irhato:

T A&y
e, D, +b @' =5,,
ad, +T'd' =5s'.
A megoldas trivialis:
@ =I"s-T"a0,,
@2 — S2 _bTF_IS' )

3.4.3. Sorrdl sorra valo iteracio két dimenziéban

A kozvetlen matrixinverzidra talalt fenti algoritmusnak kettds jelentdsége van.
Egyrészt onmagdaban is jelentds dolog, hogy az egydimenzids végesdifferencia-egyen-
letek megoldasaban nincs sziikség iteraciora. Masrészt felhasznalhat6 a két- vagy ha-
romdimenzids sémakra vonatkozd iteracio gyorsitdsara. Vegyiik az 5-pont egyenlete-
ket (példaul az X-Y geometriat, 32.1. abra). Ha a (33.6) egyenletet felirjuk valame-
lyik, az x tengellyel parhuzamos racsvonal mindegyik racspontjara, akkor az ezekhez
tartozo fluxusokat kézvetlen inverzidval kiszamithatjuk a fels6 és als6 racsvonalhoz
tartozé fluxusok fiiggvényében. Ezzel nem racspontrol racspontra, hanem racsvonal-
6l racsvonalra halad az iteracid, ami gyorsabb konvergenciat biztosit (1asd alabb).

A (33.6) alatti egyenlet vektoros alakja formalisan most is a (34.4) képlet, ahol
az eldbbi C helyett két dimenzidban a kdvetkezd hipermatrix 4ll:

C, V) 0 0.0 0
U, C; V, 0.0 0
0 U, C, Vi1 0
oLt I . (34.6)

Ebben a strukturaban a fluxusok soronként vannak sorba rendezve. A C; matrixok a j-
edik sorra (34.5) szerint vonatkoz6 matrixok. Az U’ matrixok a —c¢, az V' matrixok
pedig a —d egyiitthatdkat tartalmazzék a féatloban (vo. (33.1) egyenlet), a tobbi elem
zérus. Irjuk fel a ricsosztas j-edik sorara az ennek megfeleld végesdifferencia-
egyenleteket:

U’]_lq)]—1+ch)] +V}q)]+1 :Sj,
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ahol @; és s; a j-edik sor pontjaihoz tartoz6 fluxusokbol, illetve forrasokbol képzett
vektor. Az elézokben megbeszéltiik, hogy ezt az egyenletet kdzvetlen inverzioval
megoldhatjuk a j-edik sorhoz tartozé fluxusokra, vagyis ez az egyenlet a kovetkezd
alakra hozhato:
-1

Uj—lq)j—l +q)j +qu)j+1 :Cj Sj’

ahol
—1y7r . —1y7r
Uj—lzchj—l €S Vj:CjVj

Ilyen modon a C’ matrix atmegy a kovetkez6 alakba:

'E, V, 0 0.... 0 0
U, E; V; 0.... 00
0 U, E, V, ... 0 0
C= e, : (34.7)
................................ E, ,V,,
0 O, U, E, |

ahol mindegyik E; egységmatrix. A sorrdl sorra valo iteracio képlete tehat
_ -1
Q;=-U,;,@,;,-V;®,,+C’s;,

ahol j végigfut az Gsszes belsd racsvonalon: j =2, 3, ..., n—1. Megjegyezziikk még,
hogy ha nem alkalmazzuk a sorokra vonatkozé inverziot, hanem minden racspontra
kiilon iteralunk, akkor az E; matrixok helyett mas szerkezetli matrixok allnak. Ennek
részleteire még visszatériink.

A sorrdl sorra valo iteracids képlet alkalmazasakor a hatarfeltételeket ugyan-
ugy kell figyelembe venni, ahogy fentebb tettiik, de most az osztépontok helyett racs-
vonalakra vonatkozéan. Erdemes ezeket az egyes hatarfeltétel-tipusokra specializalni:

vakuum hatérfeltétel: @, =0 és/vagy @, =0;

zérus fluxusderivalt hatarfeltétel: @, = ®, és/vagy @, =D, _;;

szektor-, illetve eltoldsos hatarfeltétel: @, =D, , és @, =D, ;

szimmetrikus szektor-hatarfeltétel: @, =0, és @, =D, ;.

Ezeket a feltételeket a gyakorlatban ugy vessziik figyelembe, hogy amikor valamelyik
sorvektorra egy uj iteraltat kapunk, vele feliilirjuk a megfeleld hatarpontokhoz tartozo
fluxusvektorokat.

Konnyii belatni, hogy a C' matrixnak a (34.6) képlet szerinti szerkezete hat-
szOges geometriakra is érvényes. Egyetlen kiilonbség, hogy az U’ és V' matrixok most
nem diagonalisak, hanem a f64atlojuk mellett van még egy zérustol kiilonb6z6 atlojuk
is: U’ esetében a foatlo alatt, V' esetében pedig a foatlo felett. Hatszoges geometria
esetében a (34.6) és (34.7) szerinti hipermatrixok féatlojaban szereplé C,, illetve E;
blokkok rendje valtozo (vo. példaul 32.17a. abra), aminek megfeleléen az U; és V;
blokkok nem négyzetes matrixok. Az egyetlen kivétel a 120°-o0s szektorszimmetria
esete, mert ekkor a C; és E; blokkok rendje azonos, aminek megfeleléen az U; és V;
blokkok négyzetesek.
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3.4.4. A sorrol sorra valo iteracio analizise

Miel6tt az elébbi iteraciot atirnank Gauss-Seidel iteraciora, és megvizsgalnank
a konvergencia gyorsitasanak lehetdségeit, megmutatjuk, hogy a sorrdl sorra vald ite-
raci6 6onmagaban mar gyorsitast jelent a pontrdl pontra valo iteracidhoz képest. Csak
az 5-pont egyenletekkel foglalkozunk, de az elmondottak atvihetok hatszdges és ha-
romszoges geometridkra is.

A (34.1) alatti U és V matrixok most az Uj, illetve V; matrixokbol allnak a
(34.7) szerinti elrendezésben. Mindenek eldtt be kell latnunk, hogy a segitségiikkel
végzett iteracio konvergens, vagyis az (U + V) matrix minden sajatértékének abszolut
értéke 1-nél kisebb. A z sajatvektorokat ugyanugy z; blokkokra bontjuk, mint a C
matrixot (34.7)-ben. A j-edik blokkra vonatkoz6 sajatérték-egyenlet

UHZF1 +ijj+1 =uz;,
illetve

C;'U 2z, ,+C;'Viz; =puz,, (i=2,3,....,n-1).
Ezt balrol beszorozzuk Cj-vel:

U, yz, ,+Viz,,=uC;z;, G=2,3,....,n-1).

(34.5) szerint a C; matrixok fdatlojaban az e egyiitthatok allnak [vo. (33.1) egyenlet].
Ha mindegyik egyenletet a megfeleld e egylitthatoval elosztjuk, a C; matrixok helyén
adodo matrix foatlojanak minden eleme 1-gyel lesz egyenld, a f64tlo melletti elemek
pedig —a/e-vel, illetve —b/e-vel. Az igy kapott matrixot (E ;T C'J') alakban irjuk fel. A

masik két matrixbol keletkezd matrixok legyenek rendre U’; és V7, amelyek f&atlo-
jaban all6 elemek —c/e, illetve —d/e. Ezzel a sajatérték-egyenlet a kovetkezd alakba
megy at:

Uiz, —uClz;+Viz,=pz;, G=2,3,...,n-1). (34.8a)

Ha nem alkalmazzuk a soronkénti matrixinverziot, hanem racspontonként haladva
iteralunk, akkor a megfeleld sajatérték-egyenlet a kovetkezo:

U’j"—lzj—l +C;Zj +V}{Zj+1 =A Zj’ (] = 2, 3, ceey n—l) (348b)

Az eltérés a masodik tag eldjele, tovabba u megjelenése a bal oldalon. A 3.3. alfeje-
zetben belattuk: (34.8b) minden sajatértékére fennall, hogy || <1, ami azon alapul,

hogy minden sorban a matrixelemek abszolut értékének Osszege 1-nél kisebb. Ezt a
gondolatmenetet 4ltalanosithatjuk a (34.8a) sajatérték-egyenletre is. Megkeressiik a z;
vektorok legnagyobb abszolut értékii elemét. Legyen ez a z;; elem®. Felirjuk a (34.8a)
egyenletrendszernek ehhez tartozé egyenletét, majd elosztjuk ezzel az elemmel:

i Ziti G 2 biizjin | djiZjni
e.. Z..: e.. Z.. e.. Z:.:

ji %) ji o Fji ji %) €ji %

VA E

Vessziik mindkét oldal abszolut értékét:

% A j-edik blokk i-edik eleme.



122

C:: a.. b..\ d.,

Jo VR Jo
L=+ |yl + + > |p,
€ €ii Cji) €

ahol mar azt is figyelembe vettiik, hogy z;; abszolut értéke a legnagyobb. Ha bevezet-

juk a

g; =2 +-2L>0 és pi=—2t+-LLs0
€ji Cji €ji i
jeloléseket, akkor azt kapjuk, hogy

|ﬂ|<%<pi+qi<1,

1

tehat minden sajatértékre érvényes a | ,u| <1 egyenl6tlenség. Ezzel megmutattuk, hogy

a soronkénti matrixinverzioval végzett iteracid is konvergens, mivel a pontonkénti
iteracio is az, hiszen p; +q; <1. Az is latszik, hogy u-re kisebb felsd korlatot kaptunk,

mint A -ra. Ebbdl azonban még nem kovetkezik, hogy a u sajatértékek sziikségképpen
kisebbek is.

Nyilvéan azért alkalmazzuk a soronkénti matrixinverziot, mert ettél a konver-
gencia gyorsuldsat varjuk. Konkrét szamitdsokban valoban tapasztaljuk, hogy keve-
sebb iteracids 1épésre van sziikség, mint a pontonkénti iteracid esetében. Ennek az a
magyarazata, hogy a u sajatértékek valoban kisebbek, mint a A4 sajatértékek. A kér-
dést nem vizsgaljuk altaldban, megelégsziink egy jellegzetes példa elemzésével. Le-
gyenek a C’; matrixok azonosak €s a kovetkezd alakuak:

01 0 O..... 0 0
101 O0..... 0 0
01 0 I..... 0 0
n_ 4 _ 9
Cj——E ...................................... ——EKmm,
10 0, 1 0]

tovabba U’; és V) azonos diagonalis matrixok, és a f8atloban ugyanaz a —p/2 szam

all. (p és g értelemszertien pozitiv szamok.) Az indexelés egyszeriisitése érdekében a
korabbi (m—1) és (n—1) helyett m-et, illetve n-et irunk. Mivel a sordsszegeknek 1-nél
kisebbeknek kell lenniiik, teljesiilnie kell a 0 < p+¢ <1 egyenlétlenségnek.”’ Ebben
az esetben a sajatérték-probléma elemi eszkdzokkel megoldhatd. Kozvetlen behelyet-
tesitéssel meggydzddhetiink arrdl, hogy a K matrix sajatértékei és sajatvektorai a ko-
vetkezok:

v, =2cosay [uk]l.:cos(iak), k=1,2,....,m; i=1,2,...,m,

ahol

¥ Egy ilyen szerkezetii matrix felel meg egy homogén reaktornak, amelyben mindkét koordinataten-
gely mentén egyenletes racsosztast alkalmazunk.
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km
m+1

ap =
A megfeleld z sajatvektort n darab m elemii blokkra bontott hipervektor alakjaban ir-
juk fel. A j-edik blokkot

Z;=Xxuy, j=1,2,..,n

alakban keressiik. Ha ezt a (34.8a) egyenletbe helyettesitjiik,

p q p i
_Exj—l"‘ﬂz"kxj_zxﬁl:ﬂxj» G=12,...,n)

adodik. Atrendezés utan ez atmegy a kovetkezé sajatérték-egyenletbe:
p q
—EK,MX =u (1 - Evij ,

ahol K, nxn méretli kontinudns matrix (lasd fent). Sajatértékeit és sajatvektorait a
fentiek mintajara irhatjuk fel. Végeredményben az (U + V) matrixra a kdvetkezd sa-
jatértékeket kapjuk:

p—LLLY 1=1,2, ... 1 k=1,2, ....m;
l-gcosay
a megfeleld sajatvektor pedig
[zkl]jl.:cos(jﬂl)cos(iak), j=12,..,n i=1,2,...,m.

A sajatvektor normalésa a tovabbiak szempontjabdl érdektelen. Ha ugyanezt a szami-
tast a (34.8b) egyenletre vonatkozodan elvégezziik, azt kapjuk, hogy a sajatvektorok
ugyanazok, de a sajatértékek eltérnek:

A =—pcosfB; —qcosay, [=1,2,...,nm k=1,2,....,m.

Konnyli belatni, hogy — adott p és ¢ mellett — a legnagyobb abszolut értékii
sajatérték u1, illetve A;,, amelyekhez tartozé sajatvektor mindegyik eleme pozitiv.

Nyilvanvalo, hogy ezek negativja w1, illetve 4,,. Az utdbbihoz tartoz6 sajatvektor

elemeinek az eldjele elemrdl elemre valtozik. A u,-hez tartozd sajatvektorban a
blokkokon beliil nem valtozik az eldjel, de blokkrol blokkra haladva valtozik. A val-
takozo6 eldjelt sajatvektoroknak a hibavektorhoz adott jaruléka csak az iteracié kezde-
tén lehet jelentds, de az is csak akkor, ha a kezdd fluxusban nagy szakadasok voltak.
Emiatt néhany iteracid utan a hibavektorban a mindentitt pozitiv sajatvektor fokozato-
san uralkodova valik. Az iteracid gyorsuldsat tehat az szabja meg, mennyivel kisebb
w11 abszolut értéke, mint A, -¢.
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01

34.1. abra. A pontonkénti és a soronkénti iteracio sajatértékeinek dsszehasonlitasa

Nyilvanvalé, hogy |z <| 41|, hiszen
pcos f

< pcosf; +qcosay,
l-gcosa

ameddig p + g =r < 1. A két sajatérték kiilonbsége attdl fiigg, hogyan viszonyul egy-
mashoz p és g. Amikor (sz¢€Is6 esetben) g = 0, akkor a két sajatérték egymassal meg-
egyezik, és értékiik rcosf;. Ha r nem valtozik, a kiilonbség annal nagyobb, minél na-
gyobb g. Ezt illusztralja a 34.1. dbra, amely r = 0,95 mellett mutatja x4, és A4;; valto-
zasat g fiiggvényében. Lathatd, hogy g = /2 mellett u;; = 0,8881, de 4,; =0,9435.
Ezt kovetden a csokkenés felgyorsul, vagyis az iterdcid annal jobban gyorsul, minél
nagyobbak az egyiitthatok a végesdifferencia-séma soraiban, mint az oszlopaiban. Ez
az oka annak, hogy a soronkénti iteracid kevésbé eredményes hatszoges geometria-
ban, mint példaul az X-Y vagy R—Z geometridkban. Hatszoges geometriaban ugyanis
q = r/3. Ennek ellenére mindig kifizet6d6 a soronkénti iteracio.

3.4.5. Iteracio sikrol sikra harom dimenzioban

Az elmondottaknak van kihatasa a 3D geometridkra is. Vegyiik példanak az
X—Y-Z geometriat. Amikor valamelyik X—Y sikban alkalmazzuk a soronkénti itera-
ciot, akkor addig nem célszeri a kdvetkezo sikra attérni, amig az iteracid az adott sik-
ban be nem konvergal. Az iteracionak ez a szervezése ugy is felfoghatd, hogy a
végesdifferencia-egyenleteknek az egyes sikokhoz tartoz6 blokkjait kozvetleniil
invertaljuk, mas szoval: sikrol sikra iteralunk. A fenti, a sorokra vonatkoz6 gondolat-
menetet szinte szordl szora megismételhetjiilk a sikokra vonatkozodan is. Végered-
ményben belathatjuk, hogy a sikrdl sikra vald iteracid tovabb gyorsitja a konvergenci-
at. A gyorsitds még nagyobb mértékii, hiszen a sikban levd négy egyiitthaté a 3D-ben
szerepld hat egyiitthatonak kozel a kétharmadat teszi ki, vagyis g = 27/3.

A dolognak tovabbi tanulsagai is vannak:

e Ha az atb, illetve c+d egyiitthato-6sszegek kozott altalaban nagy kiilonbség
van, akkor a koordinatatengelyeket ugy célszerli megvalasztani, hogy a nagyobb
Osszegek a sorokhoz tartozzanak, mert ez gyorsitja az iteraciot.
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e A kovetkezd szakaszban targyalt tilrelaxalasban a sorokra és a sikokra kiilon-
b6z6 optimalis talrelaxalasi tényezot célszerli keresni, mivel a sajatértékek ma-
sok a soronkénti iteracidban, mint a sikonkénti iteraciodban.

3.4.6. Szukcessziv tulrelaxalas

Az iteracid gyorsitdsanak leggyakoribb modszere a szukcessziv talrelaxalas.
Mieldtt alkalmaznank a soronkénti iteracidra, el0szor altaldnossagban definidljuk a
modszert. Egyelére @ legyen az ismeretlen fluxusok vektora. Ismét felirjuk a Gauss-
Seidel iteracios képletet:

q)€+1 :_Uq)é-ﬁ-l —Vq)f +S.

Mint korabban is, ¢ az iteracios 1épések indexe. A szukcessziv tulrelaxalas modszere

abban 4ll, hogy az ezaltal adott javulast egy o tényezdvel megszorozzuk, és az /-edik
iteralthoz hozzaadjuk:

@) =@ +0|-UD, - VO, +5)-0,|= D+ (- U, —(E+V)D, +3),
amibdl

@, =—(E+aU) [0V +(0-1)E)D, - ws].
Az ennek megfeleld iteracids matrix

T(w)= ~(E+oU) ' (wV + (0 -1)E). (34.9)
o értekétol fliggden az alabbi elnevezéseket hasznaljuk:

o w=1 esetében szukcessziv relaxaciorol beszéliink; ez tehat nem mas, mint a Ga-
uss-Seidel iteracio;

e > 1 esetében az iteracio szukcessziv tulrelaxdlas, amelynek két alesete van: ami-
kor sorrdl sorra iteralunk, szukcessziv sor-tulrelaxalasrdl beszéliink, pontrdl pontra
val6 iteracid esetében viszont a modszer neve egyszeriien csak szukcessziv tulre-
laxalas;

e <1 esetében az iteracio szukcessziv alulrelaxalas.

Ebbdl kovetkezik, hogy a Gauss-Seidel iteracido konvergenciajanak bizonyitdsdhoz

elég megmutatni, hogy T(w) minden sajatértékének abszolut értéke 1-nél kisebb, ami-

kor = 1.

Az el6z6 szakaszban belattuk, hogy az (U+V) matrix minden sajatértékének
abszolut értéke kisebb, mint 1. Jeldljiik z-vel a legnagyobb abszolut értékii sajatérté-
ket. Egyelére érdektelen, hogy ez egyszeres-e vagy sem. Megkeressiik a T(@) matrix
ezzel 0sszetiiggd legnagyobb abszolut értékli sajatértékeét.

El6szor belatjuk, hogy ha u sajatérték, akkor —uis az. A p-re vonatkozd

(U + V)z = Uz
sajatérték-egyenletet a (34.7) matrix szerinti blokkonként irjuk fel:
Viz, =pzy,
U,z ,+V,z;,=puz,, G=2,3,..,n-1)

Un—lzn—l =H Zn s
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ahol z; olyan méretli vektor, mint amilyen rend{i matrix E;. Legyen

z; =—(-1)y,, G=1,2,...n)
amivel a fenti egyenletrendszer a kovetkezd alakba megy at:
“ViY2 = MY
(_ l)jUj—lyj—l + (— l)j Vivia= —/I(— l)jyj , G=2,3,..,n-1)
)" Uy, =-4(=1)"y,.

A j-edik egyenletet (—1)-vel beszorozva lathato, hogy —u is sajatérték, és a megfelelé
sajatvektor az y; vektorokbol all6 hipervektor.
Ezutan felirjuk az iteracios matrix sajatérték-egyenletét:

T(o)w = Aw,
amit (34.9) alapjan a
—(E+0U)T(0)- AE)W = (0oV + 10U + (A + @ —1)E)w = 0

alakra hozhatunk. Ha (z-hez hasonldan) a w vektort is blokkokra bontjuk a (34.7) sze-
rinti matrix blokkjai szerint, ez a sajatérték-egyenlet a kovetkez6 alakra hozhato:

(//i"'a)—l)wl"'a)Vle :0,
AoU ;Wi +(A+o-1)w; +oV,w,,; =0, (G=2,3,..,n-1)
AU, w, +(A+o-1)w, =0.

A j-edik egyenletet elosztjuk @A’ -vel:

0]
—(i=3)/2 A+w—1 —(i=1)/2 .
A (J )/ Uj—le—l +ij + A (j )/ Vjo+1 =0, (] =2, 3, . n—l)
—(n—3)/2 A+w—1 _
/1 Un_lwn_l + a)/l(n—l)/Z Wn —_ 0.
Ha bevezetjiik a
Wj :i(j_z)/zxj', (]: 1:29"'7 n)
jelolést, akkor ez az egyenletrendszer a
A+ow-1
——x;+ VX, =0,
w\/z 1 142
U x +2727 ivix 2o G=2,3,...n-1)
Jj-1%j-1 a)\/z J Jrj+l s 9 Dy eeey
U, x, +/1+a)—1 _0

oA

alakba megy at, amely nem mas, mint az (U+ V) matrix sajatérték-egyenlete. Ebbdl
pedig az kovetkezik, hogy
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= A+ow-1
- oA
Négyzetre emelés és atrendezés utan A-ra a
2+ 2p(0-1)- 071 )+ (@11 =0 (34.10)

masodfokl egyenlet adodik.
1

\ 1=0,99

09 == \\ /

0,8 =~ .

’ S~ ~

~~ ~ AN u=0,95 ’\/
D 07 ~ N\ -
e /
\9 u=0,9 N /
@ N b
T 0,6 N . 7
@ /
N\ 2
05 - \ /
\ e
04 /
0,3 ‘ ‘ ‘ w
1 1,2 1,4 1,6 1,8 2

34.2. abra. A szukcessziv tulrelaxalas sajatértékei

Elészor nézziikk az w=1 esetet. (34.10) szerint ekkor a két gyok A=0 ¢és
A= 1. Mivel p abszolut értéke 1-nél hatarozottan kisebb, az is fennall, hogy |/1| <l1.

Ezzel igazoltuk a Gauss-Seidel iteracié konvergenciajat. Mivel | ,u|2 < | 7,

, az 1s lat-
szik, hogy a Gauss-Seidel séma talrelaxalas nélkiil is gyorsitja az iteraciot. Amikor

w>1, sz¢ét kell valasztani a valds és komplex A sajatértékek esetét. A gyokok és
egylitthatok kozotti 6sszefliggeés szerint a (34.10) egyenlet két gyokére fennall, hogy

A, A =(w—1).

Amikor a diszkriminans pozitiv, a konvergencia sebességét meghatarozé sajatérték a
nagyobbik abszolit értékd. Mivel [4,|>|2_|, ez 4., ahol

~2Aw-1)+ o’ 1 + ou o’ u? —Hw-1
j = (0—1)+ 01> + oo’ u® —4( ) (34.11a)
2
Amikor a diszkriminans negativ, a két gyok azonos abszolut értékii komplex szam,
amelyekre fennall, hogy

| =0—1. (34.11b)

Innen latszik, hogy o> 2 esetén |/1i| > 1, tehat az iterdcio6 divergens. Ezért kell w ér-

tékét az (1, 2) nyilt intervallumra korlatozni. A 34.2. dbran u néhany értéke mellett
lathatdo A. abszolut értéke w fliggvényében. EbbdIl lathatd, hogy w= 1-t6] kezdve a
sajatérték a (34.11a) képlet szerint csokken: kezdetben lassan, majd egyre merede-
kebben. Egy bizonyos @ értéknél minimumot vesz fel, majd a (34.11b) képlet szerint
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linearisan novekszik. A minimumhoz tartozo6 érték @ optimumanak tekinthetd, amely
akkor 1¢ép fel, amikor a diszkrimindns eltiinik:

o’ u? —4w-1)=0,
amibol

) 2 (34.12)

- 2

Ez tehat az az érték, amellyel a szukcessziv tulrelaxdléds a leggyorsabban kon-
vergal. Meghatarozasadhoz ismerni kell az (U+V) matrix legnagyobb abszolut értékii u
sajatértekét. Tobb modszer képzelhetd el, amelyek koziil egyet ismertetiink. Valasz-
tunk egy ay értéket, amelyrdl feltehetjiik, hogy kisebb, mint az optimalis érték. El-
végziink néhany iteraciét. Konnyl belatni, hogy az egymast kovetd hibavektorok
hosszanak hanyadosa |/1 +| -hoz tart:

|(Dz+1 _(I)/,|

—— A .
@, -®, | ]

Amikor ez az arany stabilizalodott, (34.10) alapjan becsiilhetjiik z7-et, majd (34.12)-
be helyettesitve megkapjuk @ optimalis értékét. A 34.2. dbrardl lathatd, hogy a kon-
vergencia sebessége szempontjabol célszerli wyp feliilbecslésére torekedni. @y alul-
becslése esetén ugyanis |ﬂ +| gyorsan né 4/ felé, ami egyre inkabb azzal egyenértékil,

mintha nem is lenne tlrelaxalas.
Befejezésiil megjegyezziik, hogy a fenti megfontolasok atvihetdk a racspon-
tonként halad¢ iteraciora is, s6t, a (34.11) és (34.12) képletek érvényben maradnak.

I=1 =2 =3 I=4

M=2

M=3

34.3. abra. Durvahalds kiegyenlités X—Y geometridban

3.4.7. Durvahalés kiegyenlités

A durvahdlds kiegyenlités mddszerét az X—Y geometridban mutatjuk be. Az
elmondottak egyszerlien atvihetok mas geometridkra is. Tekintsik a 34.3. dbrat,
amely ugy keletkezett, hogy a 32.2. abran tartomanyokat jeloltiink ki. Az y tengely
mentén 3, az x tengely mentén pedig 4 tartomanyt vettiink fel. Ez utobbiak rendszerét
nevezziik durva halonak, szemben az eredeti felosztas szerinti finom haldoval. Amikor
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a pontonkénti iteracioban valamelyik racspontra egy iteracios lépést végrehajtunk, az
ez altal eredményezett javulds csak lassan terjed tovabb a tavolabbi racspontokig.
Emiatt a finomhalos iteracio sok 1épést igényelhet. Tegyiik fel példaul, hogy a legna-
gyobb fluxusok az /=1, M =3 tartomanyban lépnek fel, viszont a legkisebbek az
I1=4, M =1 tartomanyban (v0. 34.3. abra), mikdzben az iteraciot térben egyenletes
fluxussal szoktuk inditani. A két tartomany meglehetdsen messze van egymastol. Egy
olyan eszkozt keresiink, amellyel minél gyorsabban tudjuk a fluxust az /=1, M =3
tartomdnyban novelni és az /=4, M =1 tartomanyban csokkenteni. Ez a durvahalos
kiegyenlités célja. Megjegyezziik, hogy ezt a mddszert a Py, és Sy mddszerek esetében
is alkalmazni lehet. Az alabbiakban az 5-pont egyenleteket tartjuk szem el6tt.

Tételezziik fel, hogy mar végrehajtottunk néhany finomhalos iteracios 1épést.
Legyen (i, j) egy finomhalos racspont az (I, M) tartomanyban. Ha az aktualis iteracios
lépésben a fluxus értéke @, a durvahalos kiegyenlités modszere abban all, hogy az
egyes tartomanyok szamadra keresiink olyan fj, szorzétényezoket, amelyek a rendszer
egészére vonatkozoan bedllitjak a tartomanyok kozotti, kozelitdleg helyes fluxusara-
nyokat. Ha ilyeneket talaltunk, az iteralt fluxusok @; helyett a f;,@; szorzatok lesz-
nek. Egyenleteket fogunk levezetni az f;, kiegyenlitd tényezok meghatarozasara. Lat-
ni fogjuk, hogy ezek szerkezete ugyanolyan lesz, mint az eredeti végesdifferencia-
egyenleteké. Ezek akar egy segéditeracioval, akar kozvetlen matrixinverziéval meg-
oldhatok.

Az fir tényezdk meghatarozasa érdekében a legutolsd finomhalos iteracids
1épés eredményét felhasznalva atlagoljuk a csoportallandokat az egyes tartomanyokra.
A (31.2) egyenletet integraljuk az (I, M) tartomanyra. Az egyszerliség kedvéért beve-
zetjiik a kovetkezd jeloléseket:

r=3%+y, 0=0,, J=-D,grad @, D=0,
Az integralds a

fadf+ [[zadedy = [[Odxdy (34.13)
(1,Mm) (1,Mm) (1,Mm)

egyenletre vezet. A térfogati integralokat a 32.2. tdblazatban szerepld vy, ..., va; tér-
fogatelemek segitségével szamitjuk ki. A régidhatdrok mentén tligyelni kell arra, hogy
csak olyan kvadransokat vegyiink figyelembe, amelyek az (/, M) tartomanyhoz tar-
toznak. Bevezetjiik a

jjcpdxdy j Odxdy
_um) Oy =M
M= AXAY, M AXAY,
jjchdxdy
_ (M)
M@ AX AY

atlagokat, ahol AX; és AYys az (I, M) tartomany oldalhosszsdgai. A neutronaramnak a
(34.13) egyenletben szereplo feliileti integraljat a

( fadt = (U5 0 — 70 ) AT, + U700, 20 )Ax,
I.M)
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alakra hozhatjuk, ahol J} +.u az atlagos neutronaram a tartomany jobboldali feliile-

tén, J;_ ), pedig a baloldali feliiletén. J ]y us €8 J Iy 1 Jelentése analog.

| Tartomany hatara |

ly
D

Ay,
@ @
d)i-l,j A @ Ax (pi+1,j
P X i 1 P X
| (IL,m) tartoményl | (I1+1,M) tartoményl
@) (€
A)/jﬂ

? D

34.4.abra. Az (I, M) tartomany jobb oldalan fekvo osztopont koriili kvadransok X—Y geometriaban
Ezekkel a jelolésekkel a kdvetkezd egyenletrendszert kapjuk:
( ret —J 1w )AYM + (le,M+ _le,M—)AX1 + 2 Py AXAY), =
=0/ AXAYy, . (34.14)

A 34.3. abra esetébenezazl=1,2,3,4és M=1, 2, 3 indexértékekre vonatkozik. Az
egyenlet ebben a forméjaban még nem hasznalhato kiegyenlitésre. A neutronaramokat
sz¢ét kell bontanunk a szomszédos tartomanyok kozotti részaramok Osszegére. Az
(I, M) tartomanybdl kifelé mend dramok a kovetkezok:

balra: J}),, jobbra: J 3, lefelé: J3),, felfelé: J3), .

Az fin kiegyenlito tényezot ezekhez a részaramokhoz és a @, fluxushoz kapcsoljuk.
A (34.14) egyenletben szerepl6 teljes aramok ezeknek a részaramoknak €s a szomszé-
dos tartomanyokbol kifoly analdg részaramoknak az dsszege lesz:*°

X X+ X— X X— X+
Jiem =I s +Jsm Jr-wm =Imr +J5m

y  _ gyt y- y o _ gy y+
Jime =Iia Y0 Jim-=Iia ¥

Az (I, M) tartomany szomszédjaibol kifolyd részaramokat a szomszédokhoz tartozo
kiegyenlitd tényezokkel kapcesoljuk Ossze. Igy jutunk a kovetkezd egyenletekre:

(fIM (J;(AJ/; ~JIn )+ Sramd o = framd Fom )AYM +
(e U =3 ¥ frarad Saras = Frvad Fog oy MY+
wm\Vive =i )T i o — S 1o PXT

30 Vegyiik észre, hogy a részaramok el6jelét itt nem a szokasos moédon definialjuk: azok a részaramok
negativok, amelyek a negativ x- és y-iranyokba repiil6é neutronok szamat adjak meg (azaz azok, ame-
lyek felsd indexe x— és y—). Képleteinkben ezt figyelembe vessziik.
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+ X Fiu @i AX [AYy = Oy AX [AYy, . (34.15)

Amint mar emlitettiik, a kiegyenlitd tényezOkre vonatkozoan ezek ugyanolyan 5-pont
egyenletek, mint maguk a finomhalés végesdifferencia-egyenletek.

A (34.15) egyenletet csak akkor tudjuk alkalmazni, ha van képletiink a rész-
aramok kiszamitasara. Ennek érdekében a 32.2. abrat egy kicsit atalakitjuk, és igy
kapjuk a 34.4. abrat az (I, M) tartomany jobb oldalan fekvd belsé osztopontra. A ne-
utronaram x-komponense nem itt, hanem az x = x; 1, €s x = x;11» rdcsvonalakon jele-
nik meg a finomhalds végesdifferencia-egyenletekben. A kovetkezdképpen kozelit-
juk:

Dy -y Dy, — @

X -~ . X ~ ij
ic12,) =Dy ———— cs in2,) Sy ———-
Ax; Ax; 4

(34.16)
Amint a 3.2.5. szakaszban meghatarozzuk, ezek a képletek (Ax)” rendig pontosak.
Nekiink az x = x; racsvonalon van sziikségiink a neutronaramra. Az utobbira ugyan-
ilyen rendli kozelitésre van sziikségilink, hiszen e nélkiil a durvahalds kiegyenlités
nem lenne elég hatékony. (Ax)” rendt kozelitést a (32.36) parabolabol kiindulva kap-
hatunk, amely érvényes az (x; 12, xi+12) intervallumban. Ha ezt z szerint differencial-
juk, akkor az x = x;-hez tartoz6 neutronaramot a z = 0 helyettesitéssel kapjuk:

2 P 2 2
x APy —dy Dy _(dl —d; )@ij

X _ 34.17
Y dldz(dl +d2) ( :

3

ahol
dy = Ax; /Dy es dy = Axpy1 /Dy -

A (34.17) képlet érvényes az (I, M) tartomany bal oldalan is, ha a d; €s d, paramétere-
ket egy kicsit eltérden definialjuk:

dy =Ax; /Dy es dy = Ax;yy /Dy -

Az (I, M) tartomdny alsoé hatdran a neutronaram y-komponensét analdog médon sza-
mithatjuk ki:

2 2 )
di D jn—dyD; _(dl —dj )(Dij

JY (34.18)
g dydy(dy +d;)
ahol
dy=Ay; Dy és dy = Ay ;1 /Dy -

Az (I, M) tartomany fels6 hataran a (34.18) képlet a paraméterek kovetkezd értékénél
érvényes:

dy=Ay; /Dy es dy =Ay . [Dpy -

Mieldtt tovabbmennénk, a (34.17) és (34.18) képletek jobb megértése érdekében ér-
demes ezeket az egyenletes racsosztas €s konstans difftizidallando esetére specializal-
ni. Ekkor d; = d, = d, amivel

Dy — i-1,j

d)i—l,j _ Dcpi+l,j -

JX =
y 2d 2Ax

és
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D j1 ~Dij1 b D; i1 =P g
2d 2Ay '

Y _
Jj =
Ezeket a képleteket akar kozvetleniil is fel lehetett volna irni.

A neutrondram x- és y-komponensének az ismeretében mar kiszamithatjuk a
részaramokat is. A fentiekhez hasonldan a tekintett tartomany négy oldalan kiilonb6z6
képleteket kell alkalmaznunk:
az (I, M) tartomany baloldali hatara:

=t és Ji =V V. (34.192)

az (I, M) tartomany jobboldali hatara:

o J D X
Jir=—t+2L és N (34.19b)
4 2 4 2

az (I, M) tartomany felso hatara:

o. JJ o.. JJ
Jy=-—L+L és Jit=—V 20 (34.19¢)
4 2 J 4 2

az (I, M) also hatara:

y y
P Bt NP A 3 (34.190)
v 4 2 v 4 2
Ezeket a részdramokat a (34.15) egyenletbe val6d helyettesités elétt a megfeleld olda-
lakra atlagolni kell.

A (34.17) és (34.18) képletek nem hasznalhatok a vizsgalt rendszer kiils6 ha-
tarfeliiletein, mivel a benne szerepld fluxusok a rendszeren kiviil esé pontokhoz tar-
tozhatnak. Ezt a problémat ugy keriilhetjiik meg, hogy a (34.13) egyenletben szerepld
integralési tartomanyt csokkentjiik: ilyen hatarfeliiletek mentén a finomhalos racsosz-
tasnak a felét elhagyjuk. Ekkor a (34.19) képletekben szerepld neutrondramokat a
(34.16) képlettel analog formulakkal szamitjuk ki.

Ezutan mar csak egy megoldatlan probléma marad. Miutan megoldottuk a
(34.15) egyenleteket, a fluxusokat és részaramokat megszorozzuk az f, kiegyenlito
tényezokkel. Ez ellentmondashoz vezet a tartoméanyok hataran fekvd finomhalos osz-
topontra vonatkozoan, hiszen ezeket két kiegyenlitd tényezdvel is meg kellene szo-
roznunk, nevezetesen a két csatlakozo tartomanyhoz tartozokkal. A kdvetkezé meg-
fontolassal taldlhatunk egyetlen kiegyenlitd tényez6t. Példaként tekintsiik a baloldali
hatart. A (34.19a) képleteknek fenn kell allniuk a kiegyenlités utan is:

o5 J lij o, JX

IX— _ r X+ _ U ij
Jl] =4+ — €S Jl] =—+

4 2 4 2

2

ahol vesszdvel jeloltiik a kiegyenlités utan kapott mennyiségeket. A részaramokat
olyan kiegyenlitd tényezdkkel szorozzuk meg, amelyek kielégitik a kdvetkezd egyen-
letrendszert:
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o JE oL JX
f]M(_ U+i\]:__U+L

4 2 4 2
és
o, JX) oy I
+ L =—L 4+
Jim ( 4 2 4 2
Ebbdl kapjuk, hogy
;S t v
D :f@ij +(f1—1,M — S )]f;

Az adddott tehat, hogy — elsd kozelitésben — a legjobb kiegyenlitd tényezdk az érint-
kez6 régiokhoz tartozd kiegyenlitd tényezok szamtani kozepei. A képletben szerepld
masodik tag csak egy korrekcid, amely az aram folytonossagat biztositja. Mivel az
iteracio konvergencidjahoz kozeledve a kiegyenlitd tényezdk azonosan 1-hez tartanak,
ez a korrekciods tag a zérushoz tart. Hasonlo képletet kapunk a kiegyenlitett neutron-
aramra is:

;o Jram v D;
Jj=———F7"J +(f1—l,M _fIM)TU'

Erre a képletre a gyakorlatban nincs sziikség, csak a teljesség kedvéért irtuk fel.

3.5. Az id6fiiggé diffuzioegyenlet megoldasa

A (31.1) idofiiggd diffuzidegyenlet megoldéasara is a véges differencidk mod-
szerét alkalmazzuk. A térfiiggd részt ugyanugy irjuk at véges differenciakra, mint az
1d6tdl fiiggetlen (31.2) egyenlet esetében. Ha ezt megtessziik, a jobb oldalon megjele-
nik a (33.12) egyenletben szerepld P és D produkcids, illetve destrukcids operator. Ha
bevezetjiik a V diagonalis matrixot’', amely a g-edik csoportban mindegyik o0szt6-
pontra vonatkozodan a v, csoportsebességet tartalmazza (megszorozva a geometriatol
fliggden a (32.7b), (32.8b), (32.9b) stb. képletekben szerepld egyiitthatokkal), az 1d6-
fliggd diffuzidegyenletet a kovetkezoképpen irhatjuk at a térbeli véges differencidk
segitségével:

V_ldﬂ—gt):(P—D)F(t), (35.1)

ahol F(¢) a kiilonb6z6 racspontokhoz ¢€s energiacsoportokhoz tartozé fluxusokbol
képzett vektor. Az aldbbiak alkalmazhatok akkor is, amikor a P és D operatorok is
fliggnek az id6tdl, de — az egyszerliség kedvéért — ezt nem tlntetjiik fel. Egyelére fi-
gyelmen kiviil hagyjuk a kés6 neutronokat is.

3.5.1. Véges differenciak az id6 szerint

Vélasztunk diszkrét idépontokat: #y, ¢, t, ..., amelyek nem sziikségképpen
egyenletesek. A (35.1)-hez tartoz6 kezddfeltétel #-ra vonatkozik:

3! Nem tévesztendd Gssze a szukcessziv tilrelaxalas targyaldsakor szerepld V felsd haromszogmatrix-
szal.
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Integraljuk (35.1)-et a k-adik idSintervallumra (k= 1, 2, ...):

I
V7 (F(t )~ Flt )= [(P—D)F(e)de . (35.3)
]
Az egyes idobeli végesdifferencia-sémak aszerint kiilonboznek egymastol, hogyan
kozelitjlik az integralt. A harom leggyakoribb séma (At = ti—ti1):

I

eléremutats:  [(P—D)F(e)ds = (P-D)F(t_; )Ar; (35.4a)
t_
5

hatramutaté: [ (P~ D)F(e)ds = (P - D)F(t; JAt; ; (35.4b)
lr1
I

centrdlis: [ (P~D)F(t)dr = (P~ D) F{ty-. )2+ Ft) . (35.4¢)

L

Nézziik ezeket a sémakat sorjaban. Az eldremutatd véges differencidk eseté-
ben (35.4a)-t behelyettesitjlik (35.3)-ba:

F(t,)=F(t,_;)+ V(P -D)F(t,_, )At, . (35.5a)
k= 1-t6] indulva a fluxusvektor ebbdl mindegyik id6pontra vonatkozoan felépithetd.

Vegyiik észre, hogy itt semmiféle iterdciora nincs sziikség. Iterdlni kell azonban a hat-
ramutatd véges differenciak esetében, hiszen ekkor

F(t,)=F(z,_ )+ V(P -D)F(z, )Az, .

Ez egyenlet a #;-hoz tartozo6 fluxusra, amely onként kinalja az iteraciét. Kezdeti érték-
nek (¢ = 0) a #,-hez tartozo fluxust valasztjuk:

Fo(t0)=Flt),
majd a késébbi 1épésekben
Fry ()= Flt,y )+ V(P =D)F, (1 )Ar; .
Konnyen belathatd, hogy ez a kdvetkezd Neumann-sor alakjaban irhato fel:

!

Fu()= Y (V(P-D)Ay, ) Fltyy).

Ha ez konvergal / — o esetén, a hatarérték
F(y )= (E-V(P-D)Ay ) ' Fltyy ), (35.5b)

amit a kiindulasi egyenletbdl kozvetleniil is felirhattunk volna. Az itt megjelend in-
verz kiszdmitasa egyenértékii a fenti iterdcioval. A késdbbiekben belatjuk, hogy ezt az
iteraciot a gyakorlatban nem célszerii alkalmazni, valami mast kell keresni. Altaldban
persze csak kevés 1€pésre van sziikség, ha Aty minden k-ra elég kicsi. Ha a Neumann-
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sor els6 tagjanal megallunk, vagyis csak egyetlen iteracios 1épést tesziink, visszakap-
juk (35.5a)-t, hiszen
(E-V(P-D)As, ) = E+ V(P -D)As, +O(Ar, ).

A centrélis differencidk esetében a fenti médon a kovetkezdt kapjuk:

-1
At At
F(t,)= (E ~-V(P- D)—zk j (E +V(P- D)T"jF(tk_1 ). (35.5¢)
Ennek alkalmazéasahoz szintén sziikség van iteraciora.

3.5.2. Konvergencia

A fenti iddbeli végesdifferencia-sémakkal kapcsolatban fontos kérdés, fognak-
e a (35.5) képletek egyikével szamolt fluxusok a valdsagos F(¢) megoldashoz konver-
galni, amikor minden k-ra At; — 0. Ennek vizsgalatat egy alapvetd kritérium teljesii-
1ésére korlatozzuk, amely szerint az F(¢) megoldés — tetszOleges kezdeti fluxusbol ki-
indulva is — atmegy a megmaradé moddusba, vagyis egy idében exponencialis fiigg-
vény ¢€s a legnagyobb idéallandohoz tartozo alakfiiggvény szorzataba. Definialjuk a
(35.1) egyenlet kinetikus sajatértékeit:

oV lo=(P-Dp. (35.6)

A sajatértékeket monoton csokkend sorozatba rendezzik: ay > w1 > @, > ... Az @-nek
megfeleld sajatvektort ¢;-vel jeloljik (j =0, 1, ...). A (35.1) egyenlet megoldasat ezek
szerint sorba fejtve kapjuk az

()= wy '@ mwh0e™ @y (35.7)
J

kifejezést, amely elegendden nagy t-re atmegy a “j = 0” indexti tagba, ahogy a képlet-
ben jeloltikk is. A wy; egyiitthatok a kezdeti eloszlas sorfejtési egylitthatoi, vagyis a
t =ty idOpontra vonatkoznak. Az aldbbiakban megvizsgaljuk, mennyire igaz ez az
egyes végesdifferencia-sémak segitségével szamitott kozelité megoldasra.

Alkalmazzuk a sajatvektorok szerint valo sorfejtést az idobeli végesdifferen-
cia-egyenletekkel kapott megoldasokra:

F(tk):zwk]q)] .
J

Ha az eléremutatd sémdk esetében ezt (35.5a)-ba helyettesitjiik, a sajatvektorok orto-
gonalitdsa alapjan a

k
wy = 1+ @80 )wy_y ;= wo, 111+ ;a0 (35.8a)
k'=1

rekurzidt kapjuk. Ha az id0beosztas egyenletes, ez azt jelenti, hogy

wy = (1+ @A f w,. (35.8b)

Konvergenciatdl beszélhetiink, ha (1 + o jAt)k 5 e , amikor At — 0. Véges At-re

ennek trividlis feltétele, hogy ‘a) jAt‘ <<1 fennalljon minden j-re. (35.8b)-bdl kovetke-
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zik az eléremutatd sémdanak egy nagyon kellemetlen tulajdonsédga. A késdbbiekben

részletesen megvizsgaljuk az « sajatérték-spektrum jellegzetességeit. EbbOl megel6-

legeziink néhany konkluziot:

o Legfeljebb egy sajatérték van, amely pozitiv lehet; ezt ay-lal jeldljiik, és ra vonat-
kozoban konnyen teljesithetd az |a)0At| <<1 feltétel.

e A tobbi sajatérték altalaban negativ, és vannak koztiik nagyon nagy abszolut érté-
kiiek is. Ez utobbiakra fennall, hogy a térbeli felosztas finomodéasaval —o-hez tar-
tanak.

Ha feltessziik, hogy mindegyik sajatértékre fennall az ‘a) jAt‘ <1 Osszefiiggés, akkor a
(35.8) képletek szerint a legnagyobb sajatértékekhez tartozo modusok amplitadéi is 0-
hoz tartanak, ahogy reméli az ember. Ha azonban van olyan modus, amelyre
‘a) jAt‘ >1, akkor az ennek megfeleld wy; amplitido valtakozo eldjellel a végtelenbe

tart, aminek a valosaghoz semmi koze nincs. Masrészt viszont az ‘a) j At‘ <<1 feltétel-

nek eleget tevé modusok egytitthatdi (35.8a) szerint a
k
Aty .
Wy wOjHewf = wojewft" (35.8¢)
k=1

figgvénnyel kozelithetok. Ez pedig nem mas, mint az idében folytonos (35.1) egyen-
letnek a j-edik moédus szerinti megolddsa. Azt talaltuk tehat, hogy az eléremutato sé-
ma esetében az elsé néhany idélépésnek olyan rovidnek kell lennie, hogy az

‘a) jAt‘ <1 feltétel mindegyik moddusra biztonsaggal teljesiiljon. Mivel (1+ @ jAtk) a

legnagyobb abszolut értékii sajatértékekre a legkisebb, ezek tiinnek el leggyorsabban.
Miutan ez bekovetkezett, fokozatosan novelhetjiik az idélépéseket, de akkor is vi-
gyaznunk kell arra, hogy a megmaradd — és szamunkra érdekes modusokra — teljesiil-

jon a masik feltétel: ‘a) jAt‘ <<1. Elengedhetetlen tehat, hogy legyen becslésiink a sa-

jatértékek nagysagrendjére. Enélkiil ugyanis nem tudjuk egymassal 6sszhangba hozni
a térbeli és idébeli véges differencidkat (lasd alabb).

Az imént elemzett probléma szempontjabdl 1ényegesen kedvezdbb a hatramu-
tatdé séma. Ha ugyanis (35.5b)-bdl indulunk ki, (35.8a) helyett a

Wi_1i Wo i
= A (35.9)
l—a)jAtk

ﬁ(l—a)jAtk:)

K=

Wi

—

Osszefiiggés adodik. Ez az egyiitthato a lasst idéallandokra dtmegy a (35.8c) szerinti
exponencialisba, ha rajuk vonatkozoan teljesiil az ‘a) jAt‘ <<1 feltétel. A nagy abszo-
lut értékili, negativ idéallandok viszont biztosan kihalnak. Ugyan lassabban tartanak
z¢érushoz, mint az exponencialis fliggvény, de mégis kielégitden gyorsan. A hatramu-
tatd sémak tehat mindenképpen kedvezdébbek, mint az eléremutatok, hiszen nem fel-

tétleniil igénylik, hogy a kezdeti id6lépések nagyon kicsik legyenek. A fentiekben
mutatott iteracids séma, illetve a neki megfelel6 Neumann-sor konvergencidjanak az a

feltétele, hogy ‘a)jAt‘ <1 legyen minden j-re. Ha tehat a (35.5b)-ben szerepld inverz

matrix kiszdmitdsara ezt az iteracidt alkalmazzuk, a kezdeti iddlépéseknek ugyan-
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olyan kicsiknek kell lenniiik, mint az eléremutatd séma esetében. Ebbdl kovetkezik,
hogy a hatramutatdé séma esetében a matrix invertaldsahoz olyan algoritmusra van
sziikség, amely nem ¢épit erre a feltételre. A 3.3. alfejezetben targyalt algoritmus meg-
feleld.

Ko6zbensd helyet foglalnak el a centralis sémak. Ezekre ugyanis — (35.5¢)-bol
kiindulva — a kovetkezd egyiitthatok adodnak:

Wy = ]—/Wk—l,j = Wp, J—/ (35.10)
A lasst médusokra ez magasabb rendii kozelitést jelent, ugyanis

1+@;At, /2 w At f

1+ oty 2 =1+w;Al, +M+ O(a)jAtk/)3 :

1-@,Aty, /2 2
Az exponencialis kifejezés sora:

2
;A (a)j Al‘k’ )
e 1 ar + 28 ofo Y.

Ha ezt (35.10)-be helyettesitjiik, a (35.8c) 0sszefliggésre jutunk. Latjuk, hogy az elo-
re- és hatramutatdé sémdakkal szemben, amelyek Az-ben csak elsd rendig pontosak, a
centralis sémak Az-ben masodik rendig pontosak. Ebbdl a szempontbol tehat az utob-
biak tlinnek az idézett harom séma koziil a legjobbnak. A nagy abszolut értéki
modusokkal szemben viszont tulajdonképpen rosszabbul viselkednek, mint a hatra-

mutatd sémak, mert nagy ‘a) jAt‘ -re, a (35.10)-ben szerepld tényezok —1-hez tartanak.

Tehat ezek a médusok nem tlinnek el, hanem minden #-ra megmaradnak, és valtakozo
eléjell, de gyakorlatilag allandé abszolut értékili jarulékot adnak. Ennek megakada-
lyozésa érdekében itt is sziikség van arra, hogy kezdetben kelld szamu kis iddlépést
valasszunk, amig ezek a mddusok el nem tiinnek. A centralis sémaknak az eléremuta-
to sémakkal szemben az a jarulékos hatranyuk is megvan, hogy a veliik kapott ered-
ményeken nem nyilvanvalo a helytelen eredmény: az eléremutaté sémdak esetében az
iteracio ¢, — oo esetén divergal (ami nyilvanvalo hiba), de ilyen divergencia nem 1ép
fel a centralis sémaknal, vagyis a hiba rossz esetben rejtve maradhat. A dolog akkor
jelentkezik szembetlind modon, amikor az alapmodus iddallanddja (an) negativ,
ugyanis ekkor az alapmodus #; — o esetén 0-hoz tart. Ha a megoldast nem szdmitjuk
ki olyan hosszu id6kig, amelyeknél az alapmddus mar elhanyagolhatova valik, eléfor-
dulhat, hogy észre sem vessziik a valtakozé eldjellel megjelend, el nem tiind maga-
sabb modusokat.
Az elmondottakat a kdvetkezdkeéppen foglalhatjuk ossze:

1. Mindenképpen becslést kell adnunk a legnagyobb abszolut értékii idéallanddkra.
Ennek alapjan donthetjiik el, hogy a kezdeti id6lépéseket mekkorara kell valaszta-
nunk.

2. Centralis és eléremutatd sémak esetében a kezdeti id6lépéseket ennek megfeleld-
en kis értékre kell beallitani.

3. A (35.5Db) és (35.5¢) egyenletekben megjeldlt matrixinverziokat ténylegesen végre
kell hajtani (nem a fenti, hanem alkalmas iteracioval vagy kozvetlen inverzidval),
kiilonben szamitasunk ugyantgy viselkedik, mint egy eldremutat6 séma esetében.
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4. Azt, hogy a kezdeti 1épésekben eldre- vagy hatramutatdo sémat célszerii-e alkal-
mazni, praktikus szempontok dontik el. Megbecsiiljiik, hogy az eléremutatd séma
szerint hany i1d6lépésre van sziikség a magasabb modusok kidléséhez. Ha ez tobb
raforditast igényel, mint a hatramutatdé sémahoz sziikséges matrixinverzidhoz al-
kalmazott algoritmus, akkor elénydsebb a hatramutatd séma.

5. A leggyorsabban valtozd mddusok eltlinése utan célszert attérni a centralis sé-
makra.

3.5.3. Az idObeli sajatértékek becslése

Az id6beli sajatértekeket a legegyszeriibb esetben, egy egydimenzids homo-
gén réteg esetében becsiiljiik. Egy ilyen rendszerben a (34.3) egyenlet alakja a kovet-
kezd:

@g,i—l + @g,i-k—l - 2@g,i
¢ (Ax)*

— 2Dy +Ly;+8,;=0, (35.11)

(g=1,2, .., G).

Az itt szereplé C matrix sajatértékei €s sajatfiiggvényei egyszerlien meghatarozha-
tok:>?

2

4D 9. :

DyA;=——%sin2 |, 6, =, G=1,2,..n), (35.12a)
(Ax) 2 n+1

ahol n az x tengely mentén felvett Ax hosszisagl intervallumok szama. A j-ediknek
megfeleld sajatvektor
@; =sinid;, i=1,2,..,n). (35.12b)

Az egyes modusokhoz tartozé iddbeli sajatvektorokat a kdvetkezd hipervektor
alakjaban keressiik:

_l//l(Pj |
Va0,
F. = .. (35.13a)

Ye®;

(31.1) alapjan az erre vonatkoz6 kinetikus sajatérték-egyenlet (g =1, 2, ..., G)

G
R £ w
DAy, _[Zga +2g ]Wg SDIPNEIE S Zlvzg"»”g' =5 Ve (35.13b)
g#g g'= g

Ez egy G-edrendii matrix sajatérték-egyenlete, amelynek G megoldasa van, vagyis
mindegyik térbeli médushoz G kinetikus sajatérték tartozik. Hogy fogalmat kapjunk a
nagysagrendekrdl, ezt az egyenletet két csoportban vizsgéljuk tovabb, de az egyszerii-
ség kedvéért elhanyagoljuk a gyors neutronok altal kivaltott hasadast. (35.13b) ekkor
a kovetkez6 alakba megy at:

32 Lasd példaul Rézsa Pal Linedris algebra és alkalmazdisai cimii konyvében (Miiszaki Konyvkiado,
1974).
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f @
Dy Ay _[Ela +21R]'//1 T2y =y
1

®
Dy = 23w + 2y = Ve

2
Ha bevezetjiik a szokasos
f R
3, D D
k, =221 D=xtazRt, =L 222
x50 2 x5
jeloléseket, a fenti sajatérték-probléma az
2 1-22; 1-1*2;
@ +o L4 / +(1—r/1jX1—L2/1j)—kw:O
0121V22§' '022; 0121

masodfokl egyenletre vezet.
Nézziik meg a legnagyobb és legkisebb abszolut értékii térbeli sajatértékhez
tartozo kinetikus sajatértékeket. A legkisebb abszolut értékii térbeli sajatértek

_ 4 _ﬁ2~_ 6’12 - T 2__2
A= (Ax)2 (Slnzj ~ (Ax)z_ ((n+l)ij =-B, (35.14a)

vagyis a geometriai gorbiileti paraméter negativja. A kritikussaghoz kozel erre fennall
a

(1-z4 )(1—L2/11)z k.,

kozelités. Ha ezt a fenti masodfoku egyenletbe helyettesitjlik, belathatjuk, hogy a sa-
jatérték-probléma egyik megoldasa w;; = 0, a masik pedig

Wy = _(I_T/%)%Zl _(I_Lzﬂq)vzzza 5

ami @y;-hez képest nagy abszolut értékli negativ szam. A fenti jelolések szerint @y,
felel meg an-nak. A legnagyobb abszolut értéki térbeli sajatérték

0 2
ﬂ’l’l =— (Sil’l—nj %—w, (3514b)

amelyre mindig fennall, hogy

(1-24, )(1 ~1%2, )>> ke s
vagyis az ennek megfeleld két kinetikus sajatérték:
3 drv 2, 3 4D,v,

~—l-71 )u, 2 =
Wy ( Tn) 1<1 (Ax)2 (A_x)2

és
40,55 _4Dyv,
(Ax)? (Ax)

Mindkettd nagy abszolut értékii negativ szam.

0, ~—(1- 122, )0, 22 ~ -
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Mivel altalaban —@,; > —w,, az elsé idolépések nagysagat w,-hez kell igazi-
tani. A fenti kritériumok szerint |a)nlAt| -nek 1-nél lényegesen kisebbnek kell lennie

ahhoz, hogy az n-edik modus néhany i1d6lépés utan eltlinjon. Ebbdl kovetkezik, hogy
At nem lehet nagyobb, mint

sz
11

(35.15)

Ezt ugy szoktuk kifejezni, hogy a A#/(Ax)* hanyadosnak feliilrél korlatosnak kell ma-
radnia ahhoz, hogy a végesdifferencia-egyenletek megoldéasa a felosztas finomitasa-
kor a (31.1) iddfiiggd diffuzidegyenlet megoldasahoz konvergaljon. (35.15) megadja,
hogy ez a fels6 korlat 1/(4D;v,).

Ha ezt a kovetkeztetést az id6lépések szempontjabdl nézziik, azt latjuk, hogy
nem csak @, nagysaga okoz problémat, hanem az a koriilmény is, hogy a térbeli el-
oszlas finomodésakor, vagyis Ax csOkkenésekor a mértékado kinetikus sajatérték ab-
szolut értéke 1/(Ax)*-nel aranyosan (tehat gyorsan) tart a végtelenhez. Ebbl kovetke-
zik, hogy a térbeli pontossag javitdsa négyzetesen csokkenti a valaszhatéd idélépése-
ket: ha kétszeresre csokkentjiik a térbeli eloszlas hibajat, négyszeresre kell csokkente-
niink az idélépéseket.

E rész befejezéséiil vesziink egy szamszerti példat. Termikus reaktorok eseté-
ben tipikus értékek a kdvetkezdk:

Ax=1 cm; Di=1cm; V= 2-10° cm/s; Almax = 107 s.

Egy kritikushoz kozeli allapotban levo reaktorra — még nagyon gyors tranziensek ese-
tében is — a jellegzetes 1d6lépés At ~ ms nagysagrendii, de tobbnyire 10-100 ms. Ez-
zel szemben azt taldltuk, hogy a leggyorsabban valtoz6 mddusok kidléséhez kezdet-
ben 0,1 us-nal kisebb, tehat 0,01 us nagysagrendii idolépéseket kell valasztani. Ez el-
sO latasra logikatlan, hiszen azt varna az ember, hogy mar kezdetben lehet olyan At-
ket valasztani, amilyen id6skalan lejatszodo folyamatokat vizsgalunk. A hatramutatd
sémak esetében ez igy is van.

Mas kérdés, hogy a (35.2) szerint valasztott kezdeti eloszlas tartalmazza-e a
nagy negativ idéalland6ju modusokat. Tekintve, hogy (35.12b) szerint ezek térfiiggé-
se nagyon gyors valtozasokat tartalmaz, a szoéban forgé6 modusok csak akkor jelennek
meg, amikor a kezdeti eloszlasban nagyon éles valtozasok, ugrasok, vagyis szintén
gyors valtozasok vannak. Ilyen példaul az az eset, amikor azt vizsgaljuk, idében ho-
gyan teriil szét egy kezdetben pontszerii vagy egy sziik térrészre ¢les ugrasokkal loka-
lizalt térbeli eloszlas. Ekkor gyakorlatilag minden mdodus megjelenik, és — eldremuta-
td vagy centralis séma haszndlatakor — a szamitas soran végig meg is marad (esetleg
divergal), ha a kezdeti idélépéseket nem megfelelden valasztjuk meg.

s s

3.5.4. A késé neutronok figyelembevétele

Dinamikai szamitdsok érdekében a (31.1) egyenleteket ki kell egésziteni a ké-
s6 neutronokat figyelembe vevd tagokkal. Ehhez a forrastagot a kdvetkezdképpen kell
modositani:

Qo (r,t) = Zzgggcpg,(r,m

g'#g
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+Z{hm fngV5 Dy Zﬁmg inCin )}, (35.16)

ahol az m index végigfut a hasado izotopokon. Tovabbi jelolések:

I az m-mel jelolt izotopban keletkez6 hasadasi neutronok részaranya;

Jrg a prompt neutronok spektruma, amelyet a hasado izotop fajtajatol fiiggetlen-
nek tekintjiik;

fimg  az i-edik késOneutron-csoport spektruma az m-mel jelolt izotopra vonatkozo-
an.

A késOneutron-anyagmagok koncentracioi kielégitik a

aCim (l‘, ) &

T _/Ilmclm( )+ hmﬁim Z:lvzgfv"@g' (l',t) (3517)
g=

egyenleteket. A késobbiekben sziikségiink lesz még a sztatikus hasadasi spektrumra,

amely a prompt és a késO neutronok spektrumanak az atlaga:

‘ng Zh |: fpg+2ﬁmgﬂtm:|' (3518)
A képletek egyszertsitése érdekében operatoros jelolést vezetiink be:
1 0D, (r, t) N
e =D, @, (r,1)+Q,(r,1)+S,(r.1), (35.19a)
g

ahol a destrukcios operator jelentését (31.1a)-bol olvashatjuk ki:
D, @, (r,1)=div[ Dy (r)grad @, (r [za r)+ Zh(r ]@ (35.19b)

A hatramutatd séma szerint a ¢ = ¢, idopontra felirt egyenletet ekkor az

L @g(r, tk)— @g (r, tk_l)

Ug Atk

1k

D, @, (r.1)+Q,(r.t;)+S,(r.t;) (35.20a)

alakban irhatjuk fel, amelynek a (formalis) megoldésa

. -1
@g(rafk)E[ I —ﬁgJ (M+Qg(r,tk)+Sg(r,tk)} (35.20b)

UgAtk gAtk

I-vel jeloltiik az egységoperatort.

Mivel a Qy(r, #;) forrastag (35.16) szerint fligg a @y(r, #;) fluxustol, ez a for-
mula egy forrasiteraciod. Ezt a ¢t = #;_; korabbi id6pontra mar kiszamolt Q,(r, #;) for-
rassal inditjuk, és a (35.20a) egyenletet @y(r, #)-ra mint ismeretlenre megoldjuk. Miu-
tan ezt g =1, 2, ..., G-ra végrehajtottuk, Gjraszdmoljuk a Q(r, ) forrast, és a (35.20a)
egyenletet ismét megoldjuk @y(r, #;)-ra, és igy tovabb, amig a forrds nem konvergal.
A konvergencia vizsgalatdhoz fel kell még irnunk a (35.17) egyenlet vé-
gesdifferencia-alakjat is:

G
Cultt)=Culetio) s ¢, en) o S vt ).
k g'=1
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amely a

Cim (r, i ) + hmﬂimq(r? Iy )Atk
1+ 4,,At,

Cim (l‘, tk ) =
iteracios képletre vezet. Itt bevezettiik a
& of
)= D2 vEg @y (r,1) (35.21)
g'=1

jelolést. Ha ezt (35.16)-be helyettesitjﬁk megkapjuk a forrasiteracid végso képletét:
r)= Zzg’—ng it Zh ) ety )+
g'#g

lm tk—l )+ hm ﬂimq(r’ tk )Atk
T3 e et e

m i=l

Az aldbbiakban ennek a konvergencidjat fogjuk megvizsgalni. A forras utolsé
két tagja ismert, amikor (35.20b) szerint a # = #; iddponthoz tartozo6 fluxust szamoljuk.
Ehhez a szamolashoz sziikség van egy belsd iteraciora is, amely a

' R D (r,t,_
( I —DgJQg(r,tk):M+Qg(r,tk)+Sg(r,tk)

v Aty v Aty

egyenlet megoldasat jelenti [v0. (35.20a)]. Itt a jobb oldalon all6 mennyiségek ismer-
tek. Ha a destrukcios operatort a (35.19b) képletbdl ide behelyettesitjiik, a megoldan-
d6 egyenletre a kovetkezot kapjuk:

div[D, (r)grad @, (r¢ )]_[ ! +2§(r)+2§(r)}¢g(r,tk)+

UgAtk
N @g(rafk—l)

ngtk

+0, (r,1 )+ S, (r,2,)=0,

ami ugyanolyan alakd, mint a (31.2) egyenlet, ha X Z (r) helyére a [ A
0, At
g=tk
kifejezést helyettesitjiik.
Atrendezés utan a (35.20a) jobb oldalan talalhato tagok a kovetkezd harom
tipusba sorolhatok. El6szor vannak az ismert tagok:

D, \r,t
Sg(r7tk) k- 1

( v ZZﬁmg - Cin (1t 1)+Sg(r,tk); (35.22a)
k

m i 1+ﬂ Atk

masodszor a g forrassal aranyos tagok:

FCER) SO0 (R VAR Sy e
sk ~ m m )J pg P img lm1+/1imAtk
6 J(im ﬁim
=q(r.1, ){fsg - h, (r)Zﬁ} ;
im—"k

m i=1

(35.22b)

harmadszor a @,-ben linedaris tagok:
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)+ 2 Z e (1) (). (35.22¢)
gig

Végeredményben a kdvetkezo kiilsd iteracios képletre jutunk:

6 ) )
g(r,rk)w“-”(r,rk{fsg S )3 TP ]

=1+ 4,,At,
+D,00(,0)+ Y 2, (o (e1,). (35.23)

g'*g

Il
t”

A belsé iteracio ennek az egyenletnek @g)(r,tk)-re valé megoldasat jelenti. Alkal-

mazhatjuk tehat a 3.2. alfejezetben bemutatott végesdifferencia-egyenleteket és a 3.4.
alfejezetben targyalt iteraciot. A kiils6 iteracié megfeleld 1épése (35.21) mintajara

G
= Zvléf, (r)@é,l)(r,tk).
g=1

Képzeljiik el, hogy a (35.22) és (35.23) egyenleteket mar atirtuk véges diffe-
rencidkra. Bevezetjlik a kovetkezd jeloléseket. Az GXG rendli A hipermatrix f6atloja-

ban vannak a D ¢ operatornak megfelel6 D, matrixok, a tobbi blokkok pedig a lassu-
last leir6 By, matrixok:
[AF], =D&, + ZBgﬁgmg :
g'*g
ahol a CTDg vektorok a g-edik csoporthoz a racspontokban tartozé fluxusokat egyesitik

egyetlen vektorban, F pedig a bel6liikk képzett hipervektor a g=1, 2, ..., G energia-
csoportok szerint. Az 1/v, mennyiségeknek az egyes racspontokhoz tartozo

i

integraljait egyesitjiik a V, diagonalis matrixokban, amelyekbdl a g=1, 2, ..., G
energiacsoportok szerint megalkotjuk a V diagonalis hipermatrixot. A produkcios
operator ebben az esetben

6 f;‘mgﬂin1
[PF], = £ falr-ti )4V =3 falroty o, (r)av 270

ahol a térfogati integralas a véges differenciakra vald attéréskor végzendo integralast
jelenti az r-nél levd racspont koriili térrészben. Végiil a (35.22a) 4ltal definialt s,
mennyiségekbdl megalkotjuk az S vektort. Ezekkel a jelolésekkel a (35.23) kiilso ite-
raci6 az alabbi vektoregyenlettel irhato le:

V7IF,

Aty

=S+AF, +PF,_.

Ha az iteracié hatarértékeként kapott megoldast F-fel jeloljiik, akkor a @; = F-F; ma-
radéktag a kdvetkezo egyenletet elégiti ki:
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Vi
Ao, +P R
Al ] P
vagyis
v
=4 A-—| Po,_
P, ( Atk} P-1

Az iteracids matrix sajatérték-egyenlete
-1
V_l
|A-———| Po=

( Aty } ¢=AY
vagy atrendezve

V_l(p

At

=A(p+lP(p.
Y7

Amikor Ay—+oo, visszakapjuk a sztatikus sajatérték-egyenletet:

0=Agp, +LPS(|)S.
keff
Ez azt jelenti, hogy u —kesr, amikor At — +oo, vagyis szuperkritikus reaktorra a Az
1d6lépés nem lehet akdrmekkora, ugyanis ekkor a u sajatérték az egységnél nagyobb
lehet, vagyis a kiilsé iteracid akar divergalhat is. A masik végletben, vagyis Aty — 0-
ra az egyenlet igy irhato:

HO = AthP(p,

tehat ebben a hataresetben u — 0. Kozbensé értékekre a linearis perturbacidelméletet
alkalmazzuk. Az operatorok perturbacioja

-flm ﬁlm
SPF t r)dv g
qu ) Zl+ﬂ, A
és
V_l
—5A=—,
Aty
amivel
v o
[s}p
1 1 Aty kg
4ok v P,

Az ismert definicidk alapjan ez a kovetkezdképpen irhato:

1 l eff
S el 35.24
M ke Atk % Z 1+ ﬂ, Atk ( )
Rogton latszik, hogy p < kegr. Szubkritikus rendszerben tehat a kiils iteracido mindig
konvergens.

Legyen most k.¢r> 1. Ebben az esetben az iteracio csak akkor lesz konvergens,
ha At elegendden kicsi. Keresiink egy felsd korlatot Az, szamara. A konvergencidhoz
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az sziikséges, hogy a (35.24) egyenlet jobb oldalan szerepld kifejezés 1-nél nagyobb
legyen. Ebbdl kovetkezik, hogy a felsé hatarnak ki kell elégitenie a kovetkez6 egyen-
letet:

A

6 ﬁeff
a %;:Hﬁ, At

ami nem mas, mint a reciprokdra egyenlet, ha azt mondjuk, hogy Azn.x legyen egyenld
T>y/In2-vel. 1 $-nal nagyobb reaktivitasok esetében jo kozelités a kovetkezo:

A 1
T p= Begr [ P j
& it -
B

eff

Aty =

max

max

At

Ez egyébként nem nagy megszoritas, hiszen egy megszaladasban ugysem valaszt az
ember a reaktorperiddusnal nagyobb idolépést. Az viszont figyelemreméltd, hogy en-
nél hosszabb 1d6lépés mellett a kiilsd iteracié nem is konvergal.

A perturbacidelmélet jelentdsége a (35.24) képlet levezetése, amely adott Az-
ra lehetOvé teszi a u sajatérték kiszamitasat, vagy megforditva: annak a Af-nak a
meghatarozasat, amellyel egy kivant sajatértéket be tudunk allitani. Tételezziik fel,
hogy valamilyen Af mellett N kiils6 iteraciot kellett végezni. Ha az iteracio pontossaga
&, akkor ez azt jelenti, hogy

zuN =&, N = ln_g 5
In

ahol u (35.24) szerint tartozik At-hez. Ugyanezt a At idolépést At/n 1épésekben is
megtehettiik volna. Ekkor minden Iépésben a (35.24) szerint szamolt

11 i
v %ZH A/
sajatérték hatarozza meg a kiilso iteraciok Ing/lny, szamat. Az idélépések csokkentése
akkor éri meg, ha
Ine < Ing . "

<—, vagyis M, Su.
Ing, Inu

Természetesen itt csak a szdmitasi id0 szempontjait vettiik figyelembe. A szamitasi
pontossag novelése szempontjabdl minden esetben elényds a 1épéskdz csokkentése.
Végiil megjegyezziik, hogy néhany iteracids 1épést meg lehet takaritani, ha az els6
1épésben az eldremutatd séma szerint szamolunk.
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4. P, kozelités

A Py kozelitést idotdl fiiggetlen egyenletekre dolgozzuk ki, mert ez matemati-
kailag egyszeriibb. Az elmondottakat minden kiilondsebb nehézség nélkiil lehet id6-
fiiggd esetekre kiterjeszteni.

4.1. A gémbfiiggveények szerint val6 sorfejtés

A Py kozelités azon alapul, hogy a szogfiiggd fluxust a gombfiiggvények sze-
rint sorba fejtjiik:

D(r,E,Q) ="
=0
ahol nem-negativ m-re a gombfiiggvény:

(sing)” [(7—m)r d""(cos0-1)

+1 &
> @, (rE)Y,,(Q), (41.1)

[ —

20
4

Y, (@)=Y, (6,p)=c" , 41.2
T e e
Negativ m-re a gdmbfiiggvényeket a
Y, _,(Q)=(-1)"7,,(Q) (41.2b)

képlettel definialjuk, ahol a * komplex konjugéltat jelent. A kiillonb6z6 indexti gdmb-
fliggvények egymasra ortogonalisak:

T

27
[sinedo[7,,,(6.0)Y,,(6.0)dp =
0 0

4n

—0,,0, .. 41.3
20 +1 00'Y mm ( )

Az m = 0 indext gdmbfiiggvények a Legendre-polinomok:
¢
( ) 1 dé(cosze—l) ( )
Y,0(0,0)= = P,(cos0). (41.4)
ave d(cos O)E

A gombfiiggvények a kovetkez6 rekurzios képleteket elégitik ki (4. fliggelék):

(2£ + l)cosﬁYfm(ﬁ, (p) = (E + 1)2 —m? Ym,m(ﬁ, (p) 07— mzYé_Lm(H,(p),
(41.52)
(20+1)sin 'Y, (60,0) = (41.5b)
== J(C+m+2)(0+ m+1)Y, e (0,0) + /(0= m)(£ = m=1)Y,_| ,.1(0.9),

(20+1)sinGe™?Y,,(6,0) = (41.5¢)
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== Jerm) e m =1, (0.0)+ J(E=m+ 2= m )Y, (0,0).

A gombfiiggvényekre vonatkozo rekurzids képletek befejezéséiil felirjuk az un. addi-
cios tetelt, amely = cos@ = QQ' Legendre-polinomjait a gombfiiggvényekkel 6sz-
szekapcsolja:

Py(cosby) = ZYM( )Y, (7). (41.6)

m=—/{

Az ortogonalitas miatt a (41.1) sorfejtés egyiitthatoit a

2n b
@,,(r.E)= [ @(r, E,.Q)Y,,(Q)dQ = [do[ &(r, E.6,p)Y,,(6,¢)sin &d6
0 0

47
(41.7)
integralok adjak. A szérasi magfliggvényt szintén sorba fejtjiik:
— 20 +1
I(E"> E,py) = 2 (E"— E)P,(u), (41.8)
=0

ahol 1 = QQ)' a szorési szog koszinusza. A (41.6) addicios képlet és (41.7) felhaszna-
lasaval a transzportegyenletben szerepld szorasi integral szintén sorba fejthetd a
gombfiiggvények szerint:

[2(E' - E.0Q)0(r. E".Q)dQ =

4n
2041 C :
Z Ty (E'—> E) DY, (Q)Y,,(Q)e(r, E',Q")dQ" =
m=—{
0 4
(B> B) S @, (r.E)Y,.(Q). (41.9)
m=—/{

A diffuzidelméletben megszokott mennyiségek az itteni sorfejtési egylitthatokkal az
alabbi kapcsolatban vannak. Mivel Yyo(Q) = 1, a fluxus a @y(r,E) fliiggvény, hiszen:

®o(r, E) = jcb(r, E,Q)Y(Q)dQ = j o(r, E,Q)dQ = &(r, E).

A neutrondarammal val6 Osszefliggést az /=1 indexli gombfiiggvényeken keresztiil
kapjuk a kdvetkezd 6sszefiiggések alapjan:

e '?sin@ e'? sin@

Yl,—l(ea(ﬂ):T, Ylo(ﬁ,(p):cosﬁ, Y11(0,¢):— \/5

Ebbdl kovetkeznek az Q vektor komponensei:

Yl,—1(9= ¢) - Yn(ea §0) _ Y:—l (‘9= ¢) - Yl*l (‘99 60)

0 =sinfcosp = ﬁ _ ﬁ ’
0, =sinfsing = Yll(e’ w)'i_/;l’_l(ej (”) __ Yl,—l(es ?)\/‘%Y11(9, (0) ’
1 i

£, =cosl= Ylo(ﬁ,go),
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amivel:

@ u(r. £) (41.10a)

J, = [o(r. E.Q)2,d0 =

4n

r,E)-®
2

@, _(r,E)+ @,(r,E)

J, = [o(r, E,.Q)0Q,d0 = - : 41.10b
= [9Ar£0)2, " (41.10b)
J, = [@(r,E.Q)Q,dQ = @\(r, E). (41.10¢)

4n

4.2. P, egyenletek tobb dimenziéban
A Pp egyenleteket két tobbdimenzids geometriara vezetjiik le:
o X-Y-Z¢s
e henger.

Az elobbi tekinthetd az altalanos esetnek, bar csak abban az esetben célszerli alkal-
mazni, amikor a vizsgalt rendszert a derékszogli koordinatatengelyekkel parhuzamos
sikok osztjak homogén tartomanyokra.

4.2.1. P, egyenletek az altalanos esetben

Ha a (41.1) sorfejtést behelyettesitjiikk a transzportegyenletbe, majd beszor-
zunk Y, ,f:n (Q) -val ¢és integralunk Q szerint, megkapjuk a P egyenleteket. E10szor az

Qgrad® tagra vonatkozodan végezziik el az integralast. Az alabbi képletekben az ¢ =0

esetben az (/—1) indexii tagok értelemszeriien eltiinnek.>> A z komponensre vonatko-
z6an a (41.5a) rekurzids képletet alkalmazzuk:

J‘_QZ MY;" (Q)dQ =
I Oz
o0 ! f’
-SH 5 e fesor,, @ apa-
. Z

m'=={' 4n

V=
. W 1) - (Q) 7 mfzyf,l,m,(g)) v/, (Q)dQ =

>

0z Oz

Az x komponens esetében a (41.5b) és (41.5¢) képletekbdl indulhatunk ki, figyelembe
véve, hogy

ip | o~ip
: . e’ +e
0, =sinfcosp =sinf .

3 Ezt a megjegyzést mindegyik egyenlethez hozza fogjuk fiizni annak érdekében, hogy hasznélatukat
fliggetlenitsiik levezetésiiktol.
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Ezzel:
I 0d(r, E,Q) (@) -
P X Ox ‘m
&2+ & 0D, (rE) el e . ~
= ;} - mze . 4j sin @ Yy (Q)Y 0, (Q)dQ =
21 & 0Dy, (nE) —— .
= —Z;) gng/Ti\/@ '+ 2)(0 4+ m )Y s (Q)Y o (Q)dQ —
> 1 & 0D, (rE .
DI DI ax(r ) [J=mY e =m =)y (@)Y, (@)a0 +
=0 m'=—t' 4n
> 1 & 0D,,(rE .
D)) % [ =m +2) (0 =m' + )Y, 0, (Q)Y,, (Q)dQ -
=0 O m=—v 4
* 1 & 00,,(rE .
D) %) [+ m) e+ m' =1)Y,y, (Q)Y ), (Q)dQ =

'=0 m'=—10" .

1 \/(g +m)l+m=1) 00, (r. E) +

2 2041 ox
l\/(g —m+ 2)@ —m+ 1) 0D it ma (r, E) N
2 20+1 o
1 \/(E —m)({-m-1) 0@,y (1, E) B
2 2041 ox
1 \/(E +m+2)l+m+1) 0@, ,.(r,E)
2 20+1 ox :
Az
ip _ o7ip

_Qy =sin@sing = sin 4 i

képletbol kiindulva analog levezetéssel kapjuk az y komponensre vonatkozd Ossze-
fliggést. A végeredmény:

[o, MY;;, (Q)da =
4 ay
&2 41 & 0Dy, (HE) e —eT? . )
) ;‘6 4m mzz o J:me 2 Ve (@ (Q)dO =
i \/(6 + m)(ﬁ +m— 1) acp(*l,mfl(ra E) _
2 20+1 By
i \/(f mt 2)(£ —mt 1) a@Hl,m—l (ra E) n
2 2041 o

i m(e=m ) 00, (1 E)
2 20+1 oy
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_i \/(g m 2)(f tmA 1) 6®Z+l,m+l(ra E)
2 20+1 Ay :

A transzportegyenlet tobbi tagjanak az integralja mar egyszerlien adodik. A
rugalmas szorési tag integraljat (41.9) alapjan kapjuk:

[[2JE" > E.QQ")a(r, E',Q')dQ'Y,, (Q)dQ =

4ndn

ZNH (B’ )i@,mrE jY,m ¥, (Q)dQ =

1'=0 m'=—
=3y(E' > E)®,,(r,E").

Ennek E’ szerinti integralja adja a rugalmas szorasok teljes szamat az (¢, m) indexi
komponensre vonatkozoan. A rugalmatlan szoras €s a hasadas izotrop, tehat a rajuk
vonatkozoan csak az ¢/ = m = 0 indexi tagok maradnak meg. Ezzel a gombfiiggvények
szerinti sorfejtési egyiitthatokra vonatkozé egyenletek végsé alakja:**

1 \/(g +m+2)((+m+1) (a@€+1,m+l (r. E) i 0P 41 (I E)] N

2 20 +1 ox oy
-I-l \/(Z —m+ 2)(£ —m+ 1) (_ a@€+l,m—1 (l‘, E) n . a¢6+1,m—1(r= E)J +
2 20+1 ox ' oy
1 \/(g —m)({—m-1) (_ 0P (1, E) s 0Py (1, E)j N
2 20+1 ox oy
l\/(g"' m)({ +m—1) (6@4—1,m—1(r= E) _ia¢é—1,m—l(r9 E)j B
2 20+1 ox oy
0 m? 0@, (rE) |((+1) -m? o, (v E
Y, +T é laz( ). 20+1 f laz( )_Et(r’ E)Pun(r, E)+

+[2,(nE'> E)oD,, (rE)dE'+5m5mOJ'2 (r,E'— E)®(r, E')dE’ +

+6,00 10 A (E)Tvzf(r E")@(r,E')dE' = 0. (42.1)

(0=0,1,2,.)(m=—, 0+, ..., (1, )

¢ =0 esetében az (/1) indexti tagok eltlinnek. Ebbdl ugy kapjuk a P egyenleteket,

hogy elhagyjuk az ¢ > L indext fiiggvényeket, ami annak felel meg, hogy a (41.1)
alatti sorfejtést levagjuk az L indexi tagnal:

o(r, £,Q) = z” *1 z@pm (rE)Y,,(Q). (42.2)

=y 4m

m=—/{

3 Ezeknek az egyenleteknek az alakja mas Weinberg-Wigner és Stamm'ler kdnyvében: az (/+1) inde-
xU tagoknal a nevezd (2/+3), az (¢—1) indextieknél pedig (2/-1). Ezek ismeretlen eredetli sajtohibak.
(4.2.1) levezetését azért részleteztiik ennyire, hogy megalapozzuk ezt az allitast.
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A (42.1) egyenletrendszert — a differencidlis és az integralis alak mellett [Brf]
— nevezhetjiik a transzportegyenlet harmadik alakjanak is, hiszen megoldasaval — el-
vileg — tetszéleges pontossaggal kiszamithatjuk a szogfliggd fluxust. A fenti levezeté-
sek megismételhetdk az id6fliggd transzportegyenletre vonatkozdan is, de a megfeleld
végeredményt nem irjuk fel.

Befejezésiil tisztaznunk kell a hatarfeltételeket. Az /> L indexti fiiggvények
(42.2) szerinti elhagyasanak ugyanis kovetkezményei vannak a hatarfeltételekre. A
transzportegyenlethez tartoz6 hatarfeltétel megkovetelné, hogy a fluxus minden befelé
mutatd neutronirdnyra eltiinjon:

D(r,, E,Q) =0, ha  QN,<0, (42.3)

ahol ry a vdkuummal hataros konvex feliilet valamelyik pontjanak helyvektora, N; a
feliilet kifelé mutatd normdlisa ebben a pontban. Mivel a gdmbfiiggvényekben coséd
polinomjai szerepelnek, tovabba P;(x) L-edfoka polinom, a fluxusnak (42.2) alatti ko-
zelitése cos@-nak szintén L-edfoku polinomja. Ha egy polinom egy véges intervallum
minden pontjdban eltiinik, a polinom minden egyiitthatdja 0-val egyenld, ami képte-
lenség, hiszen ekkor nem lenne kifel¢ iranyul6 neutrondramlas, marpedig ilyen dram-
las van. Emiatt a talsdgosan szigora (42.3) hatarfeltételt enyhiteni kell. Két megoldas
terjedt el a gyakorlatban:

Marshak-hatarfeltétel: megkoveteljiik, hogy a fluxus paratlan momentumai eltiinjenek
a befelé mutat6 neutroniranyokra:

[o(r, E.Q)7,,(Q)dQ =0, (=1,3,..,L. (42.4)

QN <0

Meg lehet mutatni, hogy minden /-re van olyan, a —¢ < m < / egyenldtlenség-
nek eleget tevé m, amelyre ez a feltétel kielégithetd. Koziiliik altalaban a leg-
kisebb abszolut értékiit szoktuk venni.*> Ha a kiils§ hatarfeliilet sik, akkor
(42.4) egyszeriibb alakot vesz fel (1= QNj):

0
[ @(x,. E, u)P,(u)du =0, (=1,3,..,L. (42.5)

-1

Mivel a paratlan indexii Legendre-polinomok csak paratlan kitevdjii hatva-
nyokat tartalmaznak, ezt a hatarfeltételt irhatjuk a

0
jfp(rs,E,y)yfdy =0, (=1,3,..L (42.5a)

-1
alakban is.

Mark-hatarfeltétel: megkoveteljiik, hogy a fluxus eltinjon ¢ = QN; néhany kiszemelt
értékére:

®(0, ;) =0, j=1,2, .., (L+1)2. (42.6)

3% Részletesebben lasd: B. Davison, Neutron Transport Theory, Oxford University Press (1958).
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A (42. 6) feltétel szamara kivalasztott 4 értékek a Pr+1(x) Legendre-polinom negativ
gydkei.*® Mindkét hatarfeltétel megfogalmazasa feltételezi, hogy L paratlan. Ez a
gyakorlatban igy is van: Py, P3, Ps, ... kozelitéseket szokas alkalmazni, de nem hasz-
naljuk a Py, P4, Pg, ... kozelitéseket, bar ez matematikailag elképzelhetd lenne. A do-
log okara az Sy modszer targyalasakor tériink vissza. Végiil megjegyezziik, hogy ezek
a hatarfeltételek nem csak sik hatarfeliiletekre érvényesek, hanem atvihetok gorbiilt
feliiletekre — példaul — hengerekre is.

A vékuummal hataros feliileten felirt hatarfeltételeken kiviil még megkovetel-
jik, hogy mindegyik @,,(r,E) fiiggvény folytonos legyen kiilonb6z6 anyagi mindségii
kozegek hatarfeliiletén. Ennek az az oka, hogy a @(r,E,Q) fiiggvény r-ben folytonos
minden E-re €s Q-ra. (41.7) szerint ugyanennek érvényesnek kell maradnia a sorfejté-
si egylitthatokra is.

Felmeriil még a kérdés, hogy adott L-re melyik hatarfeltétel vezet pontosabb
eredményekre. A tapasztalat szerint kis L-ekre a Marshak-, kozepes L-ekre pedig a
Mark-hatérfeltétel ad pontosabb eredményeket. Nagy L-ekre a kett6 egyenértékii. A 3.
fejezetben targyalt diffuzidegyenlet a P -kozelités egy specidlis valtozata, ezért a dif-
fuzios hatarfeltételeket a Marshak-hatarfeltételbol célszerli levezetni.

4.2.2. P, egyenletek hengergeometriaban

Tekintsiink egy hengerszimmetrikus rendszert, amelyet a henger tengelyével
koaxialis hengerfeliiletek, illetve a tengelyre merdleges sikok osztanak homogén tar-
tomanyokra. A szogfiiggd fluxus ekkor a kovetkez6 6t valtozo fiiggvénye: (v,z,E, 6, @),
ahol a @ és ¢ valtozokat az F1.1. fejezetben definidljuk. Ilyen feltételek mellett a
transzportegyenlet alakja a kovetkezo:

S 0P _ P g—2d+0=0. 42.7)
r o op &

—sin t9cos¢a—czj +sin @
o

Az egyszeriibb irasmodd kedvéért elhagytuk az (r,z,E, i, ) argumentumokat. Mint ko-
rabban is, Q(r,z,E, 6,¢) a lassulas €s a hasadasok altal létrehozott forras.

Ha itt elvégezziik a gdmbfiiggvények szerinti (41.1) sorfejtést, a 4.2.1. szakasz
levezetései megismételhetok az r és z valtozd szerint, ha az ottani x valtoz6 szerepét
most 7 jatssza. A ¢ és y szerinti derivaltakat tartalmaz6 tagok kezelése azonban eltéro.
Ha a (41.1) alatti sort ¢ szerint derivéljuk, a

20 +1 (65 20+1 &,
W _FAL Y g, 00 S 50,1, (00
4

/=0 m=—10 =0 T =y

sor adodik. Ezzel (42.7) masodik tagja igy irhato:

sin6’Sin¢a—cp—sm¢951n(p212€+1 Z —,,7,.(0,0).

r o i 4m =, r

Az x—y—z geometriaban az y szerinti derivaltat tartalmazo6 tag — analdg modon — igy
irhato:

3% Ebben az a logika, hogy igy a (4.2.2) levagott sor utan kovetkez elsé tag, az (L+1)-edik szintén 0 a
kivalasztott z-értékekre, amivel javul a kozelités.
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Puny (6,0).

oD 20+1
—sin@sin— = —sin@sin
"% coz > P

=0 T =y
A (42.7) alatti masodik tag atalakitidsa tehat megegyezik az x—y—z geometria y-hoz
tartozo tagjaéval, ha a 9/dy operatort a kovetkezovel helyettesitjiik:

0P,

oy

kertil. Ezzel (42.1)-nek a hengeres geometridhoz tartoz6 alakja:

helyére M 'm
r

(+m+2)l+m+1) (0w £
l\/( +m+2)(+m+ )[a et (12 )+m+1@4+1,m+1(r’Z’E)J+

2 20 +1 or
+l \/(K —mr 2)(€ —mr 1) (— a@h—l’m_l(’ﬁ’ % E) + m=1 @€+1 m—l(r’ % E)J +
2 20+1 or r ’
l—m)l-m—-1
%\/( n;)g(—i_ : m ) (_ G@H,mg(r, z, E) _m+ 1 @z—l,m+1(r9 -, E)] N
r r

) (a@_l,m_l (h2E) m=1g E)J ]
> 2041 or r ’

02 m? 0o, (2 E) (t+1) =m? d@,,,, (r,2 E)
20+1 oz 20+1 oz

- (r z, E r z, E +IZ r Z,E’—)E)@gm(r,z,E’)dE’+
0

+5m§m0U2m(r,z,E' — E)O(r,z, E')dE" + J;( [vEi(r.z E@(r,2, B )dEJ = 0.
0 eff o
(£=0,1,2,..) (m=—t,~(+1, ..., ) (42.8)

¢ =0 esetében az (/—1) indexii tagok elmaradnak.
A negativ m-ekhez tartozé @, fiiggvényeket nem kell kiszamitani, ugyanis
fennall:

¢/,—m = (_ 1)’” Qfm >

crer

szert tiikroziink barmilyen, a henger tengelyet tartalmazod sikra, akkor a rendszer on-
magaba megy at. Az F1.1 abrardl leolvashato, hogy ennek kovetkezményeképpen

@(r, 0, (p) = (D(r, 021 — (0) .
(41.2a)-bol kovetkezik az
Y, (021 -0)=Y,,(0.9)

Osszefliggés. Szamitsuk ki ezek utan a negativ indexti fliggvényeket (vo. (41.2b)):



154

WY ™

2n 27
@, _,(r)=[sinedo [ &(r,0.0)7,_,(0.0)dp = (-1)" [ sindd0 | &(r.0,p)Y,,(6,0)dp

0 0 0 0

Ebben az integralban végrehajtunk egy ¢ = 2n—¢” helyettesitést, és figyelembe vesz-
sziik a szogfliggd fluxus fenti szimmetrijat:

b 2n
@, _,(r)=(-1)"[sindd0 [ @(r,0,2n - ')Y,,, (0,21 - )" =
0 0

b 2n
=(~1)"[sined6 [ &(r.0,p)Y,,,(6.¢)dp = (-1)" @,,,(r),

0 0
ahogy allitottuk. Amikor (42.8) szerint m > O-ra felirjuk a Py egyenleteket, a negativ
indextt @, fiiggvények meg sem jelennek — az m = 0-hoz tartozok kivételével. m =0
esetében az m = —1 indexi fliggvények ugyan fellépnek, de egyszeriien helyettesithe-
tok a megfelelé m = 1 indextiek negativjaval, amivel az adodd egyenletrendszer zartta
valik az m > 0 indexi fiiggvények tekintetében. A teljesség kedvéért az m = 0-hoz tar-
toz6 egyenleteket is felirjuk explicit formaban:

(e+2)(¢+1) (a@w (r,z,E) N @,,,(r,z, E)j N
2/ +1 or r

or-1) (a@_u(r,z, E) N @, (r,z, E)] N

20+1 or r
1 005 E) (41 00(rnE)
20+1 oz 20+1 Oz

—Zt(r,z, E)(Dm(r,z, E) +J‘Zs£(r,z,E' - E)@m(r, z, E’)dE’ +
0

O N R AL (e e e )

0 keff 0

(1=0,1,2,..) (42.9)

4.3. P, egyenletek egy dimenziéban (1D geometriaban)

A Py egyenleteket gyakran egyetlen térbeli dimenzidban oldjuk meg. A teljes
altalanossagban felirt (42.1) egyenletek megoldasara nincsenek kdzhasznalata prog-
ramok. Az aldbbiakban levezetjiik a harom egydimenziés (1D) geometridhoz tartozé
egyenleteket, mert ezeken alapuld programok viszont léteznek.

4.3.1. P, egyenletek 1D sikgeometriaban

1D sikgeometridban a vizsgalt rendszert az x- és y-iranyban végtelen és a z-
tengelyre merdleges sikok osztjdk homogén tartomanyokra. Ekkor a ®@(r,E,Q) szog-
fliggd fluxus csak a z koordinatatdl és az Q vektor = €2, komponensétdl fligg:
D(z,E, ). Mivel:
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2n
jei""” dep =2n6,,,
0
a @,, figgvények koziil csak az m = 0 indextiek maradnak meg (v6. (41.7)). @,(z)-t

az 1D sikgeometridban egyszeriien csak @,(z)-vel jeloljiik. Igy a (42.2) sorfejtés at-
megy a Legendre-polinomok szerinti sorfejtésbe:

L2r+1

D(z,E, ) = @,(z,E)P,(1). (43.1)

=0

A transzportegyenlet (42.1) szerinti alakja ebben az esetben 1ényegesen egyszerliso-
dik: egyrészt elhagyjuk az m indexet (pontosabban: m = 0-t helyettesitiink), masrészt
csak a z térbeli koordinatat tartjuk meg:

0 0P (zE) 141 0@.,(zE)
20+1 6z 2041 6z

Z(z,E)®,(z,E)+
+[ 24(2E' > E)D (2, E')E + 8,0 | £,, (2, E' > E)@(z, E')dE" +
0 0

/(E)

k eff

+8,0 = [ VE (2. E")®(z, E')AE =0, (£=0,1,2,..). (43.2)
0

¢ =0 estében az (/—1) indexii tag elmarad. A megfeleld hatarfeltételeket megbeszéltiik
a 4.2. fejezetben (v0. (42.5) és (42.6) képletek).

4.3.2. P, egyenletek gémbgeometriaban

Gombgeometridban a vizsgalt rendszert koncentrikus gombfeliiletek osztjak
homogén térfogatokra. Ekkor a szogfliggd fluxus az (,E,u) koordinataktol fiigg, ahol
r a kozépponttol mért tavolsag, i pedig az r és Q vektorok altal bezart szog koszinu-
sza. Elképzelhetd olyan eset is, amelyben @ még a gdmbi azimutszogtdl is fiigg, s6t
késziilt is ilyen program, de a kétdimenzidés gombgeometria csak nagyon specialis
esetekben fordul eld. A gyakorlatban altaldban az egydimenzios gdmbgeometriara vo-
natkozd Pp egyenleteket oldjuk meg. Népszertiségiiket az magyarazza, hogy ez az
egyetlen 1D geometria, amelyben redlis rendszereket tudunk vizsgalni. A sikgeomet-
ridban példaul kozelitd feltevéseket kellett tenniink az x és y koordinataktol valo fiig-
gésre vonatkozodan. Példaul be kell vezetni a 4.3.5. szakaszban targyalt transzverzalis
aramot. Gombgeometriaban ilyesmire nincs sziikség.

A transzportegyenlet gdmbgeometridban a kdvetkezd (vo. (F1.6)):

8@(r,E,,u) 1-u? 8@(r,E,y) B
e » ~ 2 (r,E)®(r, E, 1)+ O(r, E, 1) =0,

ahol Q(r,E,u) a lassulds és a hasadasok altal 1étrehozott forras. Ennek az egyenletnek
mindegyik tagjat — egy kivételével — ugyanugy lehet sorba fejteni, ahogy a sikgeomet-
ria esetében tettiik. A masodik tag sorfejtésé¢hez figyelembe kell venniink az

(1 - 'uz) d}:il(lﬂ) = Egi j_ 1) (Pf—l (;U) - P, (,U)) (43.3)
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differencidlegyenletet (4. fiiggelék). Ha tehat alkalmazzuk a (43.1) szerinti sorfejtést,
akkor a szoban forg6 tagra kapjuk:

0P Ep) 204 9P a)
(1 ,u) o :Z;) i @/,(r,E)(l ,U) i =

Ha ezt beszorozzuk P,(u)-vel, majd integralunk Q-ra (dQ = 2ndu), a kdvetkezo ado-
dik:

2’{(1‘“2)%?&(#)@ = @#%1( G PN )

Az egész egyenlet atalakitdsanak az eredménye:

¢ (0@, \(r.E) 1-1 (+1(0@,,\(r E) 142
_2€+1( o (p“(r’E)j_zul( o T PelnE))-

~2(rEY®,(r,E)+ | 2y (r,E'—> E)®,(r,E")dE" +

oS — 8

+8,0 [ Zin(r E' > E)®(r, E')E" +6 /() [ve:(r.E")o(r, E")dE" = 0,
0 0
(1=0,1,2,..). (43.4)

¢ =0 estében az (/1) indexti tag elmarad.

4.3.3. P. egyenletek 1D hengergeometriaban

Abban az esetben, amikor a vizsgalt hengergeometridjii rendszer a z-iranyban
végtelen, tovabba a hataskeresztmetszetek sem fiiggnek z-t6l, a rendszer egydimenzi-
0ssa valik. Ekkor a (42.8) és (42.9) egyenletekben a z szerinti derivaltak elmaradnak.
gy adodnak (428)-bol és (42.9)-bSl az 1D hengergeometria Py egyenletei:

m > 0-ra:

/ 2)¢ 1
%\/( +m —;E )( rm ) (a$g+17m+](r,z, E) + mt djé+1,m+1 (I", Z E)] +
+1 or r
+l\/(€ —m +2)(€ —m+ 1) (_ a@Hl,m—l(lﬁ’z’ E) n m—1 @D, m_l(r,z, E)J +
2 20+1 or ’
C—m)t-m-1
%\/( n;)f( m ) (_ ﬁ@g_lamﬂ(r, z, E) _m+1 @Z—l,m+l(r’ -, E)] N
+1 or r
_,_l \/(E + m)(ﬁ +m— 1) (6@Z_17m_1(r, z, E) _m-1 ?, m_l(,,’ z, E)J _
2 20+1 or r ’

—Zt(r,z E r z, E +J.Zsf r,z, E’—>E D, (r,Z,E’)dE'zO (43.5a)
0
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(1=0,1,2,..) m=1,2,..,0)

m = 0-ra:

(e+2)(¢+1) [a«pw (r,z,E) N @,,0(r,2, E)] N

20+1 or ;

o(e-1) (6¢[1’1(r,z, E) N @, ,(rz, E)] X
20+1 or P

—Zt(r,z, E)@éo(r,z, E) +

S =y 8

2y(r,z,E' > E)®,(r,z, E')dE" +

/(E)
k eff

O | N R N RS (RN e e )
0 0

r=0,1,2,..) (43.5b)
¢ =0 esetében az (/—1) indexii tagok elmaradnak mindkét fajta egyenletbol.
Példaképpen felirjuk a P; egyenleteket 1D hengergeometriaban:

oD 0
\E(a—“"'ij =2 Dy + 0y =0,
r r

oD
\/g( = +l¢21j_2t¢10 +0) =0,
3\ or r

1 (00, 2 1 00, 1 0@,
=T TP~ +

V3L or r 32 or 32 or
2\/5(6@31 +¢31)_£(6@11 +¢11

5 or ’ 3 j_2t¢20+Q20:Oa

L(a@n +2(p32j V3 0@y, V3 0Py,

- 2@, +0,=0,

or r

\/g o p 5\/5 or 5\5 or t %21 21
op 30 op )] op /]
i( 3 33j+ 1 (_ 31 4 31)+£(—11_J]_2t¢22 +0, =0,
10\ or r 5\/5 or r 5 or r
oD D
_ﬁ(_ﬂ_,_ij — 3Dy +05, =0,
7 or r
oD 20 oD
72 or r 7 or
()] (0]
ﬁ(a_ﬂ_ij - 2@, +05, =0,
7 or r

V15 (acpzz 20,
732

j_ZtQBS +0;; =0.

or r
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4.3.4. P; egyenletek 1D geometriakban

A P kozelités fontos specidlis esete a Py kozelités, amelynek az 1D geometri-
akhoz tartozo egyenleteit viszonylag egyszerli programokkal lehet megoldani. Ezért
az alabbiakban mindharom geometriara felirjuk ezeket. A fluxus térfiiggését illetéen
ugyan nem adnak tobbet, mint a diffuzidegyenlet, de a diffizidelmélet €s az aszimpto-
tikus elmélet szamos hibajat kikiiszobolik:

o figyelembe veszik az aramra vonatkozé lassulast,

e a Marshak-hatarfeltételek energiatol fiiggd extrapolacids tavolsagot engednek
meg,

e a hatarfeliiletek kézelében leirjdk a térben valtozo neutronfluxust (ami nem le-
hetséges az aszimptotikus elméletben).

Az 1D sikgeometriara @y(z,E) a d(z,E) fluxus, tovabba (41.10c)-bdl kovetke-
zik, hogy @(z,E) az 4ram z komponense, J(z,E). Ezekkel a jelolésekkel (43.2)-bol
kovetkeznek a Py egyenletek:

_%Z’E) -2 (2, E)®(z, E) + Tzso(z, E'— E)®(z,E')dE" + (43.6a)
0
+sz(z,E' — E)®(z,E')dE" + J;(ff Tvzf (z,E")®(z,E")dE" =0
0 ett0
€s
%@ 2 (2, E)(z,E) +I251 (z,E' > E)J(z,E")dE" = 0. (43.6b)

A gombgeometridhoz tartozo P egyenletek (43.4)-bol adodnak:

_(af(raE) +2J(F,E)j -5 E)+ [ Z(r B > E)a(r, E')dE" +
or r 0
i , LB

+[ 20 (r E' > E)d(r, E')E" + =2 [vZy (r, E')@(r, E')E" =0 (43.7a)
0 eff o

€s

_%w — 2 (rE)J(r.E)+ [ £4(r.E' - E)J(r, E')dE" = 0. (43.7b)

r 0

(43.7a) elso tagjat egyszeriibb alakra lehet hozni:

oJ(r, E o\r*J(r,E

WE) 2y gy 1 A0E)

or r 2 or

Az 1D hengergeometriahoz tartoz6 P, egyenleteket (43.5)-bdl kapjuk. Ebben

az esetben a @y, fiiggvény helyett célszerii a radialis aramot hasznalni. Az F1.2. ébra-
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6l leolvashat6 az Q vektor (2 radialis komponense, amellyel a radialis aram a kovet-
kezoképpen fejezhetd ki:

m 2n
J(r.E) = [ @(r, E,Q)2,dQ = [ sindd0 [ sinospd(r, E.0,p)dgp .

4 0 0

Ez ugyanaz (legalabbis formalisan), mint az &ram x komponensének (41.10a) szerinti
alakja:
@1,_1 - @

ﬁ 11 =—<Dm/5-

Az ¢ =m = 0 egyenlet els6 tagja tehat igy irhato (vo. (43.5b)):

ﬁ[aiqb_j(gijzw

or r or r r or

J(r,E) =

Végeredményben tehat a P; egyenletek elso tagja:

_lw -2 (r E)o(r, E)+ T Zo(r,E"— E)®(r,E")dE" +

r or
i ! ’ ! f(E) i ’ ’ r __

+[ 24 (r E' > E)®(r, E')dE" + p [vZ(r E")(r, E)dE =0, (43.82)
0 eff o

ahol a @ fluxust a @ fiiggvénnyel azonositottuk. A masodik egyenlet / =m =1 he-
lyettesitéssel adodik a (43.5a) egyenletbdl, ha azt megszorozzuk —/2 -vel (és termé-
szetesen elhagyjuk az /+1 = 2 indexii tagokat):

_109(r,E)

P -2 (r,E)J(r,E)+

Zy(r.E"—> E)J(r,E")dE" = 0. (43.8b)

S 8

Vegyiik észre, hogy a sik-, gdmb- és hengergeometridban kapott P; egyenletek
azonos alakra hozhatdk, ha az els6 egyenlet els6 tagjat a kovetkezd alakban irjuk fel:

1 o(rea(rE))
= or ’

ahol:

a = 0 sikgeometridban,
a =1 hengergeometriaban,
a =2 gbmbgeometriaban.

A hérom egydimenzids geometria ily médon ugyanazzal a programmal valik kezelhe-
t6vé.>” A 4.5. fejezetben ismertetjiik ezeknek az egyenleteknek a véges differenciak
modszerével valdo megoldasat.

37 Sikgeometriaban az r valtozo helyébe a (43.6) egyenletekben szereplé z valtozot kell képzelniink.
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4.3.5. Transzverzalis aram a P; kozelitésben

1D sikgeometridban az x és y irdnyokban végtelennek tételezziik fel a reaktort,
ami nyilvanvaloan csak idealizaci6. Redlis rendszerek mindkét irdnyban végesek, te-
hat véges az dramnak Jx és J, komponense is. Ha ezeket kihagyjuk a P; egyenletekbdl,
a neutronmérleg helytelen lesz. A mérleget egyensulyba lehet hozni, ha ezeket a kom-
ponenseket legalabb aszimptotikus kdzelitésben figyelembe vessziik, ami akkor lehet-
séges, ha a reaktor ezekben az irdnyokban homogén. A sikgeometridnak csak ezzel a
kiegészitéssel van értelme. Hasonld kijelentést lehet tenni a hengergeometridra vonat-
kozdan is: ott a J, komponensnek legalabb aszimptotikus kozelitésben meg kell jelen-
nie a P; egyenletekben. Az emlitett komponenseket transzverzdlis aramnak fogjuk
nevezni. Ertelmét és figyelembevételénck modjat eldszér az egyszeriibb esetben, a
hengergeometriaban vilagitjuk meg.

(41.10c) alapjan a J, transzverzalis aram a @) fliggvény. Ha ez fiigg z-tdl, ak-
kor (42.9)-ben nem hanyagolhat6 el, vagyis (43.8a)-ban szerepeltetni kell a kovetkezd
tagot is:

0@y(r,z,E)  oJ,(r.z,E)

oz 0oz

A (42.8) ¢és (42.9) egyenletek P, valtozatabol ugy kaphatjuk meg a (21.14) a-
szimptotikus egyenleteket, hogy feltessziik:

Vs gy (43.92)
Oz
és
M = —B,®(r.z. E), (43.9b)
zZ

ahol B; a z irdnyhoz tartoz6 gorbiileti paraméter négyzetgyoke. Ez a mennyiség a re-
aktornak a z irdnyban valo6 kiterjedésétol fiigg, tehat a szamitas bemend adata. Az itt
szerepld eldjeleket ugy valasztottuk meg, hogy végiil kiadddjanak a (21.14) aszimp-
totikus egyenleteknek megfeleld eldjelek.*® Ezzel a (43.8a) egyenlet a kivetkezOkép-
pen alakul:

—lw - B,J,(r,E)- 2 (r,E)®D(r, E) + Tzso(r, E'— E)®(r,E')dE" +

r or
R ! ! ! f(E) R ! ! [

+[ £0(r E' > E)0(r, E')AE" + == [ vZ(r, E")®(r, E')E' =0.  (43.10)
0 eff

A J/(rE) transzverzalis dramra ugy kapunk egyenletet, hogy az el6z6khoz
hozzéavessziikk a @ fliggvényre vonatkozo P; egyenletet. Az /=1, m =0 egyenlet
(42.9) szerint a kovetkezo:

¥ A (21.14a)-ban szereplé —iJ_ fiiggvény az itteni J,-nek, a y fiiggvény pedig az itteni @-nek felel
meg. A B,J, kifolyasi tagnak csak akkor lesz ugyanolyan el6jele, mint a 2; @ tagé, ha (4.3.9a)-ban pozi-
tiv az eldjel. (21.14b)-bol Ggy csinalhatunk csupa valos fliggvényt tartalmazo egyenletet, hogy beszo-
rozzuk —i-vel. Ekkor a B,@-t tartalmazo tag eljele a 2J, tagéval ellentétes lesz, amit a transzverzalis
aram esetében gy tudtunk biztositani, hogy (4.3.9b)-ben negativnak valasztottuk az eldjelet.



161

_10Pw(r2E) 5, ®yy(r,z E)+ [ Z4(r.z, E' = E)y(r,z, E')E' =0,
0

3 0z
vagyis
_%M_ 2, (rzE)+ [ 24(r E'— E)J,(r.2, E')dE" = 0.
z

0

(43.9b) alapjan a transzverzalis aramra vonatkozo6 aszimpotikus egyenlet:

iz D(r,E)- 2J,(r E)+ [ Z,(r. E' —> E)J,(r, E')dE' = 0. (43.11)
0

A dolog természetébdl adododan itt mar elhagyhattuk a z-tdl valo fiiggést.

A sikgeometria esete bonyolultabb, mivel itt két transzverzalis tengely van. A
(43.6) egyenleteket annak feltételezésével kaptuk, hogy a @, fliggvények (¢ =0 és
¢ =1 esetében) fliggetlenek x-tdl és y-tol. A mondottak szerint ezt nem tehetjiik fel.
(43.6a) nem mas, mint a (42.1) egyenlet / = m = 0-ra. Ha nem tehetjiik fel, hogy nincs
transzverzalis fliggés, akkor (42.1) tobbi tagjat is figyelembe kell venni. /=m =0
mellett koziiliik csak a @y és @, _; fliggvényekre vonatkozd tagok jelennek meg:

1 [5@11+i8@11) 1 [_8@1,—1 +i8@1’—1j__a']_x &]_y
ox oy Ox oy

V2 V2

ahol figyelembe vettiik a (41.10) képleteket is. Az aszimptotikus kozelités azt jelenti,
hogy ezekrdl az aramokrdl feltessziik (vo. (43.92)):

o, oJ

=B.J és —Y =B J. . 43.12a
. I x PN vy ( )

ox Oy

b

By és By az x, illetve y irdnyhoz tartoz6 gorbiileti paraméter négyzetgyoke. Ugyanugy,
mint a hengeres geometriaban B,, ezek is a szamitds bemend adatai.

A (43.6b) egyenletet az £ =1 és m = 0 helyettesitéssel kaptuk (42.1)-bdl. Ek-
kor az x és y szerinti derivaltak nem jelennek meg: egyrészt a P; kozelités miatt hia-

nyoznak az /+1 =2 indexii fliggvények, masrészt /—1 = 0-nal csak az m*1 = £1 inde-
xtiek jelennének meg, de ezek nem léteznek, mivel @,,-ben az indexekre mindig
fennall, hogy ¢ > |m| 7(42.1)-b6l az £ =1 és m = %1 helyettesitéssel kapunk a transz-
verzalis dramok kiszdmitasara szolgaldo egyenleteteket. Ekkor viszont nem jelenik
meg a z szerinti derivalt. (42.1) a kovetkezo alakot veszi fel / =1 és m = 1 mellett:

1 (6¢oo_ia¢oo
W2\ ox oy

Ugyanez / =1 és m = —1 mellett:

j = 2@, (r.E)+ [ 2y (r.E' > E)®,,(r, E')dE" = 0.
0

3% Emiatt nem létezik @y, és @1, hiszen ezek rendre az (—1=0, m+1=1 és (—1=0, m+1=—1 eseteknek
felelnének meg.
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1 oD Wl w
3\/5 (_ axoo -1 6)/’00) - Zt@l,—l(ra E)+J.Esl(r’ E' > E)@l,—l(raE’)dE' —0.

0
A (41.10) képletek figyelembevételével ebbdl két egyenletet vezethetiink le:
1 8@(r, E )

a2 (r, E) +£251(r, E'— E)J,(r,E")dE" =0,
—%@— I, (0 E)+ [ 2, (r E' > EW(r, E')E" = 0.
Y 0

Az aszimptotikus kozelités azt jelenti, hogy (43.12a) mellett a @y = @ fluxusra is ér-
vényes (v0. (43.9b)):
a—(‘D:—BX(D €s a—(p:—Bch. (43.12b)
Ox oy
Ha itt figyelembe vessziik ezt a feltevést, elobbi egyenleteink a kovetkezd alakba
mennek 4t:

B; D(r,E)- 2 J (5, E)+ [ £,(r, E' > E)J (r, E')dE" = 0,
0

B o9}

— P E)- 2, (r. E)+[2,(r E' > E)J,(r, E')dE" = 0.
0

E két egyenlet azonos alaku, egyetlen kiilonbség a B, illetve By szorzd. Az egyes
transzverzalis &ramok nyilvan aranyosak veliik:

J. =B.J, és J, =B,J,.

Belatjuk, hogy elég a
—? D(r, E) = Z\J s (T, E) + j Z4(rE' > E)J e (v, E')E" =0, (43.13)
0

egyenletet valamilyen alkalmasan vélasztott B-re megoldani. A (43.12a) feltevés alap-
jan:
o, o,

_ X Y __ _ - _ 2 2
o = BB (B2 +B] ).

Ha tehat B-t, illetve Jyangz -t @

B* =B} +B; Jiransz. = BJo

transz.
formulék szerint valasztjuk meg, irhatjuk:

oJ
_aJ_X ——L=- BJtransz .
ox oy '
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Ez irand6 a (43.10) egyenletben B,J, helyére (természetesen « =0 mellett). Végiil
megjegyezziik, hogy a (43.8b) alatti egyenletet nem érinti a transzverzalis aram figye-
lembevétele.

4.4. A Milne-probléma megoldasa P, kézelitésben

Az aldbbiakban — illusztracioképpen — megoldjuk a Milne-problémdt, és 0sz-
szevetjiik az egzakt megoldassal. A megoldast sikgeometridra vonatkozodan, egycsoz-
port modellben szamitjuk ki P; és P; kozelitésben. Feltételezziik, hogy a szoras
izotrop, tovabba olyan hosszisagegységet valasztunk, amelyben 2 = 1. Az egycsoport
transzportelméletben szokasos jelolés szerint legyen ¢ = 2/3;. A P; egyenletek ekkor
(43.2) alapjan:

S0 (1, (2) = 5,(2). (@4.12)
%d“)d‘;(z) %dc’)dzz(z) +@,(2)=0. (44.10)
2d®,(z) 3ddD,(z

5 dlz( )+§ d3z( )+cD2(z):0, (44.1¢c)
%‘“’72(% ,(z)=0. (44.1d)

So(z) a hasadésok és szorasok altal létrehozott izotrop neutronforras.

A Milne-probléma a kdvetkezd. Az z = 0 siktol jobbra elhelyezkedik egy vég-
telen homogén kozeg, amelytdl balra vakuum van. A hatarfeliilettdl jobbra, végtelen
tavolsagban talalhatd egy végtelen erds sikforrds, amelynek a hatasara véges z-kre a
z — 0 iranyban csdkkend fluxus alakul ki. Hirom dolgot fogunk kiszamitani:

e a csokkenés relaxacids hosszat,
e a fluxusnak a vakuum felé vald extrapolacids tavolsagat és
o a vakuum felé kiszokd neutronok iranyeloszlasat.

A mondottak értelmében véges z-kre a megoldast
?,(z)=p,(x)e, £=0,1,2,3 (44.2)

alakban keressiik. Ha ezt a (44.1) egyenletrendszerbe helyettesitjiik, k*-re masodfokt
egyenletet kapunk, amelynek mindkét megoldésa pozitiv (¢ < 1 mellett):

7+11(1-c) J_rJ[7 +1(1-c)]" -756(1-¢)/5
P2 = #2(1-c) '

(44.3)

Osszesen 4 sajatérték van, amelyek ezek négyzetgyokei. Adott x-ra a probafiiggvé-

nyek egylitthatoi:
3(1-c)x? -1 3
- K)=—@,|K).
) (03( ) T (02( )
(44.4)

El6szor megvizsgaljuk a sajatértékeket. A (44.3)-ban a gyok elotti pozitiv elo-
jellel kapott gyok 1-nél nagyobb ¢ > 0,48-ra, és végtelenhez tart a ¢ — 1 hataresetben.

oK)=, oi(x)=(1=c)c. @y(x)=
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Ennek négyzetgyokei (x1+ €s ki) tehat egy lassu térbeli relaxacionak felelnek meg. A
negativ el6jelhez tartozé mennyiség 1-nél kisebb. Altalaban is igaz: ahogy nd a Pp
kozelités rendje (vagyis L), tovabbra is csak két olyan sajatérték van, amelyek abszo-
lat értéke 1-nél nagyobb lehet ¢ — 1-re, a tobbi a [-1, 1] intervallumba esik. Novekvd
L-lel az utdbbiak egyre siiriibben kitdltik a [-1, 1] intervallumot.* Mivel a Py kozeli-
tést elsdsorban gyengén abszorbeald kozegekben alkalmazzuk (amikor ¢ = 1), érde-
mes megvizsgalni a sajatértékek (1 — ¢) szerinti sorfejtését. Ha (44.3)-at (1 — ¢) szerint
sorba fejtjiik, a kovetkezd eredményt kapjuk:

J;:g@_c{y—iu_@}+o@_cf, (44.5a)
K3 5

1 35 4

;g:?;b+g(bﬂﬁ}+00—cf. (#4.5b)

Ha az egzakt megoldas szerint is elvégezziik ugyanezt a sorfejtést, azt talaljuk, hogy a
megadott rendig a két sorfejtés megegyezik. Ismét egy altalanossagban is érvényes
tulajdonsagot talaltunk: a Par.; kozelitésnél az egyezés rendje (1 —¢)“™' (a [-1, 1] in-
tervallumon kiviil es6 sajatértékek esetében).

Az extrapolacids tavolsagot ugy szamitjuk ki, hogy a z — +oo hataresetben
érvényes megoldasnak divergalnia kell a Milne-probléma definicioja szerint, tehat ez
a megoldas a (44.5a) alatti szam negativ négyzetgyokével fejezheto ki:

320 +1 ok
@@mﬁz4ig@mggeh.
=0

A k- sajatértéket nem szerepeltetjiik. Az ennek megfeleld exponencialis ugyanis
nagy z-k feldl z = 0 felé tartva sokkal gyorsabban tart 0-hoz, mint a x;_-nak megfeleld
tag, tehat nem tudja befolyasolni a hatérfeliilet kdzelében kialakuld fluxust. Véges z-
re figyelembe kell venni a z — +oo hataresetben elt{ing tagokat is:

2, 20+1 2/ e ~o/x
Dz, 1)= 4: Pz(#)[(oz(’ﬁ—)e e +a,e(x,)e fru +ay, @, (K )e /2+]'

=0
(44.6)

A neutroniranyokra integralt fluxus ebbdl egyszertien adodik:

1
?(z) = 2nJ~ D(z, 1) dp = e M g, e T ha, 0T (44.7)
-1
Itt figyelembe vettiik, hogy Po(u) kivételével mindegyik Legendre-polinom integralja
eltlinik, tovabbd hogy ¢n(x) =1 (v0. (44.4)). Az utolsé tag a tranziens megoldas,
amely a z = 0 hatarfeliilettdl tdvolodva gyorsan eltlinik (44.1. abra). Az els6 kettd 0sz-
szege az aszimptotikus megoldas, és — definicio szerint — a d extrapolacids tavolsag
azt a helyet adja meg, ahol ennek a negativ z-k felé vald extrapolaltja eltiinik. Mivel

Ki- = —Ki+,

konnyt belatni, hogy

% Az egzakt megoldas szerint a teljes [1, 1] intervallum sajatérték.
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d=- KZH In(~a,, ). (44.8)

fluxus

0,8

0,6

teljes
aszimpt.

0,4 -

0,2

-1 -0,5 0 0,5 1 15 2
z (optikai tdvolsag)

4.4.1. abra. Az aszimptotikus fluxus extrapolaci6ja a negativ z-k felé. A d extrapola-
ci0s tavolsagot az a pont adja, ahol az extrapolalt gérbe (szaggatott vonal)
a z-tengelyt metszi. A szdmitas P; kozelitésben tortént (¢ = 0,98).

A (44.7)-ben szerepld a1+ és ay+ egylitthatokat a Marshak-hatarfeltétel alapjan
hatarozzuk meg [v0. (42.5)]. Ehhez sziikséglink van az alabbi, a Legendre-polinomok
definicidja (4. fiiggelék) alapjan konnyen ellendrizhetd 0sszefiiggésekre:

1 1 1

1 1 1 1
{ﬂPo(ﬂ)dﬂ=5, {#Pl(ﬂ)du=§, {ﬂPz(ﬂ)dAFg, fﬂPg(ﬂ)dﬂ=0,

1 1 1 1 1 1 2
3 _ L 3 _2 3 _1 Ea
!;,u PO(,u)d,u—4, !;,u Pl(,u)d,u 5 _([,u P2 d,u % _([ 35.

Ha tehat (42.5)-6t £ =1 és ¢ = 3 mellett alkalmazzuk a (44.6)-ban adott fliggvényre, a
kovetkezd egyenldségekre jutunk:

Yi(xoo)+an () +a Yk, ) =0, (44.9a)
Ys(K1—)+a1+Y3(K1+)+az+Y3(K2+):0 (44.9b)

ahol:

2

Y, (x) = %2(’() + (k) + 5%8(")
() = 0o(x) , 30:(x)  Sos()  205(x)
4 5 8 5

A (44.9) egyenlOségek alapjan a keresett egylitthatokat ki tudjuk szamitani. Ezutan
(44.8) adja az extrapolacids tavolsagot. Az extrapolacido ¢ = 0,98 esetében latszik a




166

4.4.1. abran. A 4.4.1. tablazatban (1 — ¢) kiilonbozo értékeire 0sszehasonlitjuk ennek
az értékeit az egzakt extrapolacios tavolsaggal [Brf]. A tablazatba felvettiik a P, koze-

litésbol adodo eredményeket is (1asd alabb).

4.4.1. tablazat. Extrapolacios tavolsag és sajatértékek P; és P; kozelitésben, valamint
az egzakt megoldas szerint

c Py Ps Egzakt
Ky d K1+ K+ d KD d

0,90 1,82574 | 0,69892 | 1,90273 | 0,48657 | 0,78226 | 1,90321 | 0,78923
0,92 2,04124 | 0,69201 | 2,10943 | 0,49070 | 0,76627 | 2,10970 | 0,77213
0,94 2,35702 | 0,68534 | 2,41547 | 0,49482 | 0,75032 | 2,41560 | 0,75574
0,96 2,88675 | 0,67891 | 2,93398 | 0,49893 | 0,73480 | 2,93402 | 0,74002
0,98 4,08248 | 0,67269 | 4,11551 | 0,50302 | 0,71973 | 4,11552 | 0,72494
0,99 5,77350 | 0,66965 | 5,79673 | 0,50506 | 0,71236 | 5,79673 | 0,71762
0,999 18,2574 | 0,66696 | 18,2647 | 0,50689 | 0,70582 | 18,2647 | 0,71117

1,0 0 0,66667 00 0,50709 | 0,70510 00 0,71045

A 4.4.1. tablazatbodl tobb dolog latszik:

e Az itt vizsgalt kis abszorpcidju kdzegekben (¢ > 0,9) a P; kozelités meglehetdsen
pontos. Mind az aszimptotikus sajatérték, mind az extrapolacids tavolsag 1%-on
beliil egyezik az egzakt érté¢kekkel.

e A jo egyezésen beliil megfigyelhetd, hogy a Ps kozelités szisztematikusan kisebb
extrapolacids tavolsagokra vezet.

e Erdemes még észrevenni, hogy az extrapolacios tavolsag ersen fiigg az abszorp-
ci6 mértékétdl: az abszorpcid novekedésével nd. Ennek ellenére a diffuzioelmélet-
ben altaldban az abszorpcidmentes hataresethez (c = 1) tartozd értéket (0,71045)
szoktuk hasznalni. Optikai méreteit tekintve kis méretli rendszerek leirdsaban
azonban okozhat hibat ez az elhanyagolas.

fluxus a hataron

0,06

0,05

0,04
0,03 -
0,02

N
-
-
~
-
0
-

0,01 -
O .
-0,01

-1

-0,75

-0,5

-0,25

0

0,25

0,5

4.4.2. abra. A vakuummal hataros feliileten kifolyd neutron szdgeloszlasa (< 0) az
egzakt megoldas és a P; kozelités szerint (¢ = 0,98).

meg, hogy (44.6)-ban z = 0-t helyettesitiink:

®(0, 11)

A hatarfeliileten a vakuum felé kifolyé neutronok szogeloszlasat ugy kapjuk

3.20+1
_Z 4

=0

P«(ﬂ) [¢/:(’(1—)+a1+§0[(’(1+)+‘12+§0e(’<2+) ],

u<0.
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A 4.4.2. dbran ezt hasonlitjuk Ossze az egzakt szdgeloszlassal [Brf]. Az egyezés ki-
elégitd a x < 0 tartomanyban. ¢ > 0-ra viszont lathat6, hogy a (42.3) hatarfeltétel csak
rossz kozelitéssel elégiil ki.

A P; kozelités jelentds javulast jelent a Py kozelitéshez képest. Befejezésiil
nézziikk meg ennek a mértékét. (44.1) mintajara felirhatjuk a P, egyenleteket:

i s
ld@O(Z) + @l(z) =0.
3 dz

Ha ezekre is alkalmazzuk a (44.2) probafiiggvényeket (¢ = 0 és ¢ = 1), egyszerlien be-
lathatjuk, hogy P, kozelitésben csak egyetlen x* adodik:

1
—=3(1-¢).
=3¢

Ez lathatéan a (44.5) sorfejtés elso tagja. ¢p-ra és ¢;-re érvényesek maradnak a (44.4)
egyenletek. Tekintve, hogy nincs tranziens megoldas, (44.7) helyett egyszeriibb képlet
adja meg a fluxust:

1
@(z) = ZnJ @(z, ,u) du=e"% + a+e_z/K+ :
-1

crer

3k, -2
3k, +2°

a,

¢s (44.8) mintdjara szamitjuk ki az extrapolacios tavolsagot:

d=Sep e t2
2 3k, -2

A 4.4.1. tablazatban a P, kozelitésre vonatkozdan szerepld adatokat ezekkel a képle-
tekkel szamitottuk ki.

Lathat6 a tablazatbol, hogy a P, kozelités mar 1ényegesen pontatlanabbul adja
a sajatértéket, mint a P; kozelités, de ennél fontosabb eltérés az extrapolacios tavolsag
kis értéke. Az abszorpciomentes hataresetben a diffizidelméleti d = 2/3 adodik, ami
jelentds eltérés. Ezért szoktuk ezt a diffuzidelméletben az egzakt 0,71045-re javitani.
A P; kozelitésnek van még egy tovabbi fogyatékossaga: nem jelenik meg benne a
tranziens megoldas. Itt ugyan csak egy végtelen félteret vizsgaltunk, de nem nehéz
belatni, hogy magasabb kozelitésekben a tranziens megoldasok minden olyan hatarfe-
lillet kozelében megjelennek, amely kiilonbozé anyagi mindségili tartomanyokat va-
laszt el egymastol. Mivel ezek a Py kozelitésben hidnyoznak, bizonyos szamitési hiba-
ra kell felkésziilnlink, amikor sok ilyen tartoméany egyiittes leirdsdra hasznaljuk.
Ugyanez a megallapitas természetesen vonatkozik a diffuzidelméletre is.

4 A szamitas részleteit az Olvasora bizzuk.
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4.5. Véges differenciak a P, kézelitésben

A 4.3. fejezetben kapott P egyenleteket altalaban a véges differencidk mod-
szerével oldjuk meg. Ennek megfelelden a vizsgalt rendszert felosztjuk rdcspontokra,
de — a diffazidelmélettdl eltéréen — a kiillonboz6é anyagi mindségli tartomanyokat elva-
laszt6é pont mindig két szomszédos osztopont kdzotti tavolsag felezOpontja (45.1. ab-
ra). Mint latni fogjuk, ennek az az oka, hogy igy lehet a legkonnyebben biztositani a
neutronaram folytonossagat. A racsosztas ugyan lehet tetszdleges, de meg fogjuk mu-
tatni, hogy az egyes homogén tartomanyokon beliil egyenletes racsosztas vezet a leg-
jobb pontossaghoz.

0Szto-
pontok N2 n1.n
- n_
2 Y O et R IO
homogén B 2 | 3 | 4 5 |
zonak

4.5.1. abra. Récsosztas 1D geometridban, Py kozelitésben

4.5.1. Véges differenciak egy dimenziéoban

A harom egydimenzidés geometridban az /= 0-ra kapott egyenletek azonos
alakra hozhatok:

1 @(an(x, E))
A B,J,(x,E)- 2 (x,E)®D(x, E)+ Qy(x, E) =0, (45.1)

ahol =0, 1, 2 rendre a sik-, henger- és gdmbgeometriat jelenti. Az elobbi esetében x
a (43.6) egyenletekben szerepld z-t, a masik két esetben pedig a (43.7) és (43.8)
egyenletekben szerepld r-et jelenti. Az is fenndll, hogy a térfogatelem x“dx-szel ara-
nyos. A tovabbiakban az x és E argumentumokat tobbnyire elhagyjuk. Azt, hogy egy
fliggvény melyik osztoponthoz tartozik, az osztépont indexével fogjuk jeldlni. Az £
valtozd helyére pedig a kovetkezd részben a g csoportindexet irjuk, de feltlintetése
egyelore feleslegesen elbonyolitand a jeldléseket.

A 4.5.1. abra szerinti k-adik intervallum hosszat Ax;-val, jobb oldali hatarat x;-
val jeloljiik. A k-adik intervallum kézéppontja xi+12. A fluxust, az axialis &ramot és a
Qo izotrop lassulasi forrast egész indext, a J aramot és a ) anizotrop lassulasi pedig
a feles indexti osztopontokban szamitjuk ki. Az osztopontok indexeit hasznaljuk a ki-
szamitandd mennyiségek esetében is:

@(xksE):@ka Jz(xkaE):J/fa J(xk+1/2=E):Jk+1/2=
O = Qo(xk» E) >

Ok = OF (Xiyn- E) = Tzik (E' > EJ(xyy0. E')dE".
0

0, esetében tigyelni kell arra, hogy az x+1/, osztopont eshet két homogén zéna hatéra-
ra is. Ilyenkor két anizotrop lassulési forrds van: az egyik az osztoponttol balra eso, a
masik az osztoponttol jobbra esd zoéna 25 magfiiggvényéhez tartozik. Ezért kell egy
fels6 index is: “b”, illetve “j”. El6z6 képletiinkben az x; osztéponthoz tartozé mag-
fliggvényt hasznaltuk, ezért tettiik ki “b” felsd indexet. A 4.5.1. abran latszik, hogy a

vizsgalt rendszer bal oldali hatara x,,. Ez az x-tengely kezdete: x;, = 0. A jobb oldali
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hatar: x, 1, = R. Ebbdl kovetkezik, hogy az xo = —Ax; és x, = R+Ax,/2 osztépontok a
rendszeren kiviil vannak, tehat a nekik megfeleld @, és @, fluxusok — egyeldre — csak
mesterséges mennyiségek, fizikai jelentésiik nincs. Hasonl6an mesterséges mennyisé-
gek az ezekhez tartozo transzverzalis d&ramok és izotrop lassulasi forrasok. A hatarfel-
tételek targyalasakor (45.4. szakasz) fizikai értelmet fognak kapni.

A végesdifferencia-egyenletek levezetése érdekében a (45.1) egyenletet beszo-
rozzuk x“-val, majd integralunk az (x; 1/, Xs+1,2) intervallumban. Mivel az egyes ho-
mogén zonak hatara mindig feles osztdpont, ez az intervallum homogén. Az integral a
kovetkezdt adja:

X=X
a a z t a “k+l k-1 _
_(xk+1/2=]k+1/2 = X129 k12 ) + (_Bka -2, + 0y )xk —2 =0,

(k=1,2,..,n-1). (45.2a)

Az (> 0-hoz tartoz6 Py egyenleteket egyszeriien (tehat x*-val vald beszorzas nélkiil)
integraljuk az egyes racsintervallumokra. / =1 esetében az integral az (x_i, xx) inter-

vallumra vonatkozik, amelyben mar valtozhatnak a hataskeresztmetszetek, igy ezt az
integralt a kovetkezd modon kozelitjiik (sikgeometridban):
_ @k - @k—l _ 2(@2,1( - @Z,k—l)
3 3

+[_ 2+ X N Qlk,)k—l/Z + Qlj,k—l/z}
B 2

+ (45.2b)

Ax, =0,(k=1,2, .., n).

k= 1-re és k = n-re itt még szerepelnek mesterséges mennyiségeket, de az egyenletek
korrektek — formalisan legalabbis. Ha itt elhagyjuk a @ és @, tagokat, és tovabbi
egyenleteket nem irunk fel, akkor a P, egyenleteket kapjuk:

’ .
D =P (_ T+ J Qi1 + Qlj,kl/z]

3 5 k172 T Ax, =0. (45.2¢)

(k=1,2, .., n).

Ez mar nem csak sikgeometridban, hanem mindhérom egydimenzids geometridban is
érvényes. A transzverzalis dramra vonatkozo (43.13) egyenletet ugy irjuk at véges
differencidkra, hogy az egyes belsé osztopontokra alkalmazzuk (k= 1, 2, ..., n—1):

B
32 @, -, J;+0 =0, (45.2d)
ahol

Ol =04 (E) = [ 2} (E" > E)J{(E')E = 0. (45.2¢)
0

Mieldtt tovabbmennénk, megszamoljuk az ismeretleneket €s a felirt egyenle-
teket. A fluxusok ¢€s tranverzalis &ramok szdma (n—1). Minden feles osztoponthoz tar-
tozik aram, ezek szama n. Ha hozzavessziik a két mesterséges fluxust is, 6sszesen 3n
ismeretlent kapunk. A (45.2a) és (45.2d) szerinti egyenletek egyiittes szama (2n—2),
amelyhez jarul n darab ((45.2c) alakt egyenlet. Ez 0sszesen: (3n—2). Hidnyzik tehat
két egyenlet, amelyeket a hatarfeltételek fogjak szolgaltatni (45.4. szakasz).
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A P;-nél magasabb kozelitésben a fentiekben elhagyott tagokat megtartjuk, és
tovabbi egyenleteket irunk fel, majd integraljuk azokat. Tekintve, hogy alakjuk mar
fligg a geometriatol, csak a sikgeometriara vonatkozdan irjuk fel dket. A fentiek ana-
vényeket egész, a paratlan indextieket pedig feles koordinataji osztépontokban sza-

mitjuk ki. A paros /-ekhez tartozo egyenleteket eszerint az (x_1/2, Xx+12) intervallum-
ban integraljuk:

¢ r+1
YR ((pf*l,kﬂ/z — Dy ) Y ( k12 ~ Lok ) +
H-zio, +Q€k)%=0, (k=1,2, ... n). (45.3a)

A pératlan /-ekhez tartozo egyenleteket az (x4, x¢) intervallumban integraljuk:
1 l+1

2041 (Pers = @) - 20+1 (Pros = Praaa)+
S+ 2 Qi + 0y
¥ [‘%@z,mz § o 2 |Ax, =0, (45.3b)

(k=1,2, ..., n).

Az ilyen mddon eléallitott véges differencidk eldénye, hogy az integralokban
mindig folytonos fiiggvények szerepelnek. Ez vezet ugyanis a lehetd legnagyobb pon-
tossaghoz. A paros /-ekhez tartoz6 egyenletekben a teljes integraldsi tartomanyban
egyrészt allandok a hataskeresztmetszetek, masrészt végig differencidlhat6 az integra-
land6 fiiggvény. Az (Xi-1/2, Xkr12) intervallumban tehét alkalmazhatjuk a Taylor-sor-
fejtést:

2
X=X
ISP =
amelynek az integralja:
Xy ~ 5 ~ B 5
k.r/;f(x)dx =Dy (xk+1/2 - xk—l/2)+ Dy (Xkﬂ/z xk) 5 (xk‘m xk) +
Xk-1/2

(xk+1/2 — Xk )3 - (xk—l/z - xk)3

+d"! +...
lk 6
A tortekben szerepld kiilonbségek az racsintervallumok hosszénak a felei:
Axyy ; Ax
X2 = X = 2+ ¢s Xe—12 =Xk =~ 5

amit az eldbbi integralba helyettesitve az

Xps 2 _ 2
szz(x)dx _ o, Axk+12+ Axy . o), (Axy,) - (Ax) N
X172

(Aren)” +(Ax,)’
48

”
+@Y, +...



171

eredmény adodik. Legyen el0szor a racsosztas egyenletes: Axg; = Axy = Ax minden -
ra. Ekkor:

Y1172 (Ax)3
D, (x)dx = @ Ax + D, T
Xg-1/2

A (45.2a) és (45.2b) végesdifferencia-egyenletekben az elsé taggal kozelitjiik az in-

tegralt, tehat a hiba a legutobbi képlet masodik tagjaval becsiilhetd. Igy a kozelités
relativ hibaja masodrendii, vagyis (Ax)*-tel aranyos:

2

G (A)

Amikor azonban a rdcsosztas nem egyenletes, vagyis van olyan k, hogy Axi+ = Axy, a
megfeleld osztopontra vonatkozodan a kozelités relativ hibaja elsérendii:

Dl (Axkﬂ)2 _(Axk)2 _ Dy Axyyy = Axy .
D 4(Axk+1 + Axk) Dy 4

Ezért célszerli annyira egyenletes racsosztast alkalmazni, amennyire csak lehetséges.

Nézziik meg ugyanezt a paratlan /-ekhez tartozd egyenletek esetében, amikor
az (xp1, xx) intervallumban integralunk. Mivel x;_;»-ben lehet hatarpont, a hataske-

resztmetszeteknek itt lehet szakadasuk, de maga a @,(x) fiiggvény folytonos és deri-
valhato. Ra vonatkozodan tehat alkalmazhatjuk a Taylor-sorfejtést:

2
(x - xk—l/z)

@e(x) =D, nt (x — Xi_12 )@'z,k—l/z + >

"
DY ajp e

A hataskeresztmetszetek lehetséges ugrasa miatt az integralt célszerii felbontani a két
félintervallumra vonatkozo integralra:

jcb x)dx = x"j”; x)dx + jcp x)dx,

Xi—1 Xk-1/2

amelyek a sorfejtés alapjan a kovetkezé modon kozelithetok:

Xk—1/2 Ax Ax 2 Ax 3
@, (x)dx =@, 5 Tk ~@lhany ( 2 ) + @i %+
X1
és
Ax Ax, ) Ax. )
.[@ Dk 2k + D1 %"' DY 12 ( 42) +...
X172

Ha a teljes intervallumban a hataskeresztmetszetek nem valtoznak, akkor e két integ-
ralt a hataskeresztmetszetekkel szorozva az 0sszegben a négyzetes tag kiesik, ¢s a ko-
zelités relativ pontossaga (Axy)’-tel aranyos, vagyis masodrendii. Amikor azonban a
hataskeresztmetszetek ugranak az intervallum kdzepén, ez a tag nem esik ki:
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2 =2k (

2.+ 2
IZ dx @/kl/z%mk‘i'@ﬁkl/z Axk)"‘

Ebbdl kovetkezik, hogy a kozelités relativ hibdja akkor is Ax-szel aranyos, ha a racs-
osztas egyenletes. A relativ hiba a kdvetkezo:

Dljan X =2 Axy
Dyyap L +2, 4

b

amely egyrészt a hataskeresztmetszet (relativ) ugrasatol, masrészt a @,(x) fiiggvény
valtozasanak a sebességétol (logaritmikus derivaltjatol) fiigg. A racsosztas megvalasz-
tasakor mindezt célszerii figyelembe venni.

A (45.2) végesdifferencia-egyenletekhez még meg kall adnunk a hatarfeltéte-
leket. A P; kozelitésre vonatkozoan a 4.5.4. részben foglalkozunk veliik részletesen.
P,-nél magasabb rendt P kozelités esetében a Marshak- vagy a Mark-féle hatarfelté-
teleket kell alkalmazni. A Marshak-féle hatarfeltételek alkalmazéasara a 4.4. fejezetben
mar lattunk példat.

4.5.2. Attérés a sokcsoport kbzelitésre

Az eddigiekben csak formalisan voltunk tekintettel az E energiavaltozora.
Numerikus szdmitasokban E szerepét a g csoportindex veszi at. A (42.1) egyenletet
minden nehézség nélkiil integralhatjuk a g-edik energiacsoportra, ¢s az egyenletben
eredetileg szerepld integralokat atirhatjuk az energiacsoportok szerinti Osszegzésre.
fgy példaul a rugalmas szorasokat leird tag a kovetkezd alakba megy at:

E,

G
jdEjz (r,E'— E)@,,(E')dE Z e Pimg: - (45.4)
E 0 =1

g-1

Az aldbbiakban megmutatjuk, hogyan irhatok at a Py egyenletek energiacsoportokra.
Az aszimptotikus reaktorelméletben a rugalmas szorasokra kiilonbozd kozelitéseket
vezettiink be (Fermi-kozelités, Greuling-Goertzel modell stb.). Mivel ezek is atirhatok
a (45.4) szerinti alakra®’, elegendd a rugalmas szorasokat a (45.4) képlettel leirni. A
bonyodalmak elkeriilése érdekében csak egydimenzids geometridkkal és a P kozeli-
téssel foglalkozunk. Az altalanosabb esetekre valo attérés minden nehézség nélkiil
lehetséges.

Ha az ¢ =0 egyenleteket integraljuk a g-edik energiacsoportra, (45.1) alapjan
a kovetkezo adodik, ha figyelembe vessziik a (43.15)-ben szerepld transzverzalis ara-
mot is:

_La(ang(x))_BZng( ) St (x E) ( )+Q0g( ): , (45.5a)

xa 6x

ahol a neutronforrast a kovetkez6 modon fejezziik ki:

G f G
Ope(X)= D 20 g e @y + Z DN +k— D@, . (45.5b)
g'=l g'=

eff g'=1

2 A 2.3.6. részben targyaljuk, hogyan lehet az egyes lassuldsi modelleket erre az altalinos, matrixos
formara atirni.
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(g=1,2,..,G)

Az egyszerliiség kedvéért nem irtuk ki, de a jobb oldalon is minden mennyiség fiigg x-
tél. Az ¢ =1 egyenleteket (43.3b) alapjan kapjuk:

1 0@ (x)

e R T e MBS (4550
A transzverzalis dramra vonatkozo (43.15) egyenlet sokcsoport valtozata:
B

?Zég(x) ( ) ( ) zz‘lg—hg( ) ( )20- (45.5d)

A rezonancidk kezeléséhez sziikség van a g, lassulasi stirliségekre is, amelyek kielégi-
tik az

aqé(x, E)

[20(xE' > E),o(x, E')E" = 2, (x, E)®,(x, E) - v
0

egyenletet (v0. (22.4)). Ennek sokcsoport alakja:
Zzﬁg%g( ) ( ):Ezg@fg(x)_qu(x)+qf€,g—1(x)’ (45.6)

aminek a segltsegevel a rezonanciaabszorpcidt kiszdmithatjuk a (23.29) képletek alap-
jan. (45.6) megegyezik a (23.51) képlettel.

4.5.3. A végesdifferencia-egyenletek megoldasa

Az el6z6 rész egyenleteinek térbeli véges differencidkra vald atirdsa (45.2) és
(45.3) szerint torténik. A kapott egyenleteket forrasiteracioval oldjuk meg. Ennek
megfelelden bevezetjlik a kdvetkezo jeloléseket:

Se = fo ZvEf (45.13)
ng ZZOkg—)(g k+22ké_>é (45.14)
g'#g g'#g
Eik +2ik 1
Liguwp = 2 — 552 s (45.15)
g'#g
ngk - zzlkgﬁg g'k - (4516)
g'#g

A forrasiteracié azt jelenti, hogy ezeket a forrasokat minden g-re adottnak véve meg-
oldjuk a végesdifferencia-egyenleteket, majd ujraszamoljuk a forrdsokat. Amikor a P,
egyenleteket a lassulasi egyenletre alkalmazzuk, ez csak a hasadasi forrasra jelent ite-
raciot, ha az egyenletek megoldasat a g = 1 csoporttol kezdjiik. A termalizacio targya-
lasakor azonban az iteracié valamennyi forrastagra vonatkozik.

Eldszor a transzverzalis dramra vonatkoz6 (45.2d) egyenletet alkalmazzuk,
amelynek sokcsoport alakja:
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Bz t VA G K zZ Bz t N z z
TPy~ Tt N 5 e o = L P —(ng - zlak,g%g) 2417 =0,
g'=l

amibdl a g-edik csoport transzverzalis arama kifejezhetd a fluxussal €s a tobbi cso-
porthoz tartozo transzverzalis arammal:

B @ L
L=z & e (45.17)
3 ng - 2i,k,g—>g ng - Zi,k,g—)g

A transzverzalis arammal kiegészitett (45.2a) egyenlet igy irhaté (k=1, 2, ..., n—1):

@S g 12 T 0xd gic1n HCk gk = S0k (45.18a)
ahol

by =-x"11, a = X = ~bps (45.18b)

Bz2 /3 i X —X;_
Cok = (Z . T s ~ 2lkgog = ;?,g%gJ xp % (45.18¢)
gk = “lk,gog
B L* _
So.gk = (Sgk + Ly ———— Jx,? s > al S (45.18d)
ng - 21,k,g—>g

(45.2¢) alakja ezekkel a jelolésekkel (k= 1, 2, ..., n):
1 1

gmgk _gmg,k—l + dngg,k—l/Z = Sigk> (45.19a)
ahol
D = e T 2 =2
dy = g.k-1 Lk l,g—>g2 g,k Lk.g—>g A, | (45.19b)
Sigk = Ly g po12 A% - (45.19¢)

Ennek az egyenletrendszernek a megoldasa visszavezethetd egy (34.5) alaka
matrix invertalasara. Az dramot kifejezziik (45.19a)-bol:

1,0k n cng’H -@

k
J k=12 = £
g d 3d ok

gk
Ezt felirjuk k& helyett a (k+1) indexti egyenletre is:
gk @

3d

S1,g,k+1 @

g,k+1
J =
Jk+1/2
g d

(45.20a)

g,k+1 g.,k+1

A kapott kifejezéseket (45.18a)-ba helyettesitjiilk. Némi atrendezés utan a kovetkezd
egyenletrendszer adddik, ha figyelembe vessziik (45.18b)-tis (k= 2, 3, ..., n—1):

b b b b
k@ Wt k+1 Dy +[Cgk —3—1(—#}@@ =

k-1
3dgk ¢ 3dg,k+1 dgk 3dg,k+1
b b
= Sogk + 7 Sigun T Stk (45.20b)
g,k+1 gk
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A k= 1-hez és k= n-hez tartozé egyenletek a hatarfeltételek alapjan irhatjuk fel (1asd
a 4.5.4. szakaszban). Ezt az egyenletrendszert ugyanugy lehet kozvetlen matrixinver-
zioval megoldani, mint ahogy a 3.4. fejezetben ismertettiik. A kapott megoldasbol
(45.20a) szerint szamitjuk ki az aram értékeit. A transzverzalis d&ramot pedig (45.17)
adja meg.

4.5.4. A hatarfeltételek figyelembevétele

Az aldbbiakban a P; kozelitéshez tartoz6 hatarfeltételeket fogalmazzuk meg.
Mindharom geometridban: x;, = 0. Henger és gomb esetében ez egyben a szimmetria-
tengely, illetve a kozéppont. Sikgeometridban két parhuzamos sik altal hatarolt réteget
tekintiink. Ha ez a réteg szimmetrikus, x;, =0 a szimmetriasik helye, aszimetrikus
réteg esetében pedig a réteg bal széle. A szokdsos hatarfeltételek a kovetkezok.

1. Sikgeometridban egy aszimmetrikus réteg bal szélén (x = 0) a Marshak-féle hatar-
feltétel szerint megkoveteljiik: J (O) =— (P(O) / 2, ha a réteg itt a viakummal hatéros.

A Mark-féle hatarfeltétel szerint: J (0) =— @(O) / \/5 .

2. Ha a vizsgalt rendszer jobb széle (x = R) a vakuummal hataros feliilet, a Marshak-
féle hatarfeltétel szerint mindharom geometriéban eldirjuk: J (R) = cD(R)/2. A

Mark-féle hatarfeltétel szerint: J / \/_

3. Henger- és gdmbgeometridban az aram eltumk az x =0 helyen. Sikgeometridban
az aram szintén eltlinik az x = 0 helyen, ha a réteg szimmetrikus.

4. Ha a vizsgalt rendszer jobb széle (x = R) az elemi cella hatdra, mindhdrom geomet-
ridban megkoveteljiikk: J(R) =0. Ez a fehér hatarfeltétel kovetkezménye, amely
szerint a cella hataran kilépé neutronok a cella hataran izotrop szogeloszlassal
visszaverddnek.

5. Az albédo-hatarfeltétel szerint valamilyen feliileten (x = x;) megkdveteljiik: a be-
mend aram (J') kifejezhetd a kilépd arammal (J*):

Jo(3) = @ T (x)+ Dags T o(x).

g'*g

ahol

J;('xs): cDg(xs) + Jg(xs)‘

4 2

A hatérfeltételek a k= 1-hez és k = n-hez tartozo (45.2¢) alaki egyenletekkel
vannak kapcsolatban. Mivel itt szerepelnek a @, és @, mesterséges fluxusok, sziiksé-
ges ezeket pontosan értelmezni. A k=1 esetben ugy adodott (45.2¢), hogy az (xo, x)
intervallumban integraltunk, jollehet a vizsgalt rendszer bal oldali hatara x;,. Ezt ugy
korrigalhatjuk, hogy az integralt csak az (xj, x;) intervallumra terjesztjiik ki. Az
eredmény:

D, - D,
_IT ( 2 +Q1 12

Ax
)=t =o0.
Ez ugyanaz, mint (IV5.2¢), ha a rendszeren kiviil levo rész hataskeresztmetszeteit €s
lassulasi forrasait nullanak vessziik, tovabba @, = @,, = @0). A k = n esetben hason-

l6an okoskodva azt kapjuk, hogy @, = @, 1, = AR). A kordbban mesterségesnek mi-
ndsitett fluxusokrdl ilymodon kideriilt, hogy nem is merterségesek, mert a hatidron
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felvett fluxusokat jelentik. A mondottak szerint értelmezenddk a tobbcesoport alakhoz
tartozé (45.18) és (45.19) egyenletek is.

A felsorolt hatarfeltételek esetében az egyenletek a kovetkezoképpen alakul-
nak:

1. A vakuummal hataros bal oldali feliileten a hatar az x = x;, feliilet, amelyen (Mar-
shak szerint) megkoveteljik: 2J,.1» = —@y 10 = —Dyo. Ezzel:

> .

A (45.18a) alaku egyenleteket csak k=1, 2, ..., n—1-re irhatjuk fel. A most kapott
egyenlet a tartozik a k= 0-hoz. Az egyltthatok alkalmas megvalasztisaval a
(45.18a) szerinti alakra hozhatjuk:

Jg,l/Z ==

a, =0, by=2, So.0 = 0.
Ezzel (45.20b) alakt egyenletet kaphatunk:
s
_( 1 +l] @, L @, =5 (45.21)
3dy 2 3d,, dg

Mark-féle hatarfeltétel esetében ez a kdvetkezéképpen moddosul:

_[ 1 +L}p Ly S (45.21)
3d, 3) ¢ 3d, ¢ d,

2. A vékuummal hatdros jobb oldali feliileten a hatar az x = x,_,,, feliilet, amelyen
(Marshak szerint) megkoveteljik: 2Jy,-12 = @gu12 = Pyn. Az eljaras analog az
elobbi esettel. A hatarfeltétel alapjan:

@
_ e
‘]g,n—l/Z - 2
Ebbdl szintén kaphatunk (45.20b) alaku egyenletet k = n-re:
s
—L@g N @, == (45.22)
3d, = 3d,, 2 dg,

Mark-féle hatarfeltétel esetében ez a kdvetkezéképpen moddosul:

—Q +| —+—=|D, =——.
g.n-1 gn
3d,, 3d,, 3 dg,

3. A szimmetria-hatarfeltétel az x = 0 feliileten azt jelenti, hogy itt mindegyik cso-
portban J,(0) = 0. Ekkor k= 0-hoz az x;, = 0 koordinata tartozik. A hatarfeltétel
tehat azt jelenti, hogy mindegyik csoportban:

Jg’l/z = 0 .
Ebbdl kovetkezik (vO. (45.15) és (45.19¢)):

S1q1=0.
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(45.19a) akkor k = 0-ra rogton a kivant alaku:
D,,-D,=0. (45.23)

g0 gl ™

. A szimmetria-hatarfeltétel az x = R feliileten azt jelenti, hogy itt mindegyik cso-
portban Jg(R) = 0. Ekkor k = n-hez az x,1» = R koordinata tartozik. A hatarfeltétel
tehat azt jelenti, hogy mindegyik csoportban:

Jg,n—1/2 =0.

Ebbdl kovetkezik (v6. (45.15) és (45.19¢)):
=0.

Sl,gn
(45.19a) akkor k = n-re rogton a kivant alaku:
o, - 0. (45.24)

an gn-1 =

. Az albédo-hatarfeltétel a kovetkezo6 alakra hozhato:

T 2t e(x).

8¢ g'#g

1-a

Jg(XS):—g_)g)@g( S) 1

21+a,.,, +a

Az itt szerepld masodik tagot célszerli igy kezelni, ahogy a forrasiteraciot szokas:
a g-edik csoportban a rendszerbdl kifolyd aramot Ggy szamitjuk ki, hogy a tobbi
csoporthoz tartozo aramot €s a fluxust ismertnek tételezziik fel. Vezessiik be ezért a

kovetkezo jelolést:
J,(xs)
S i) S oue) )

+ag%g g'#g g§¢g g'#g

Ha bevezetjiik még a
y. = I—ag,,
g
21+a,.,,)

jelolést is, az albédo-hatarfeltétel a kovetkezo alakba megy at:
ki
Jg(XS) - 7g@g(x5) —Jg -

A vékuummal hatéros feliiletnek az a4 ., = 0 felel meg, amikor y, = 1/2. Ebben az
esetben a hatarfeltétel atmegy a fenti 2. esetbe. Az albédo hatarfeltételt a rendszer
jobb oldali hataran targyaljuk. A bal oldali hatdron a targyalas analdg. A véges al-
bédoji kozeg hatardn tehat a kovetkezOképpen becsiilhetjiik a hatdron érvényes
aramot:

_ ki
Jg,nfl/2 - 7/gcpgn _Jg,nfl/2 >

ahol:

Jg,n—l/Z

1 Jg’,n—l/Z
=7 z ag’ﬁg(@g’,n +T :

1+ag_)g arg

Ezekkel a jelolésekkel (45.22) helyett a
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! @ +[ ! +y ]@ Slen ki (45.25)
T 57 Tgn-l a7 g en = 5 g,n-1/2* .
3d an 3dgn d an

egyenletet kapjuk. (45.22) bal oldalat ebbdl a y, = 1/2 helyettesitéssel kapjuk. A két
egyenlet kozotti eltérés minddssze annyi, (45.22) jobb oldalan nem jelenik meg a
(45.25)-ben szereplé kimend aram. Igy az albédo-hatarfeltétel a vakuum-hatarfel-

tétel altalanositasanak tekinthetd.
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5. S\ MODSZER

Az Sy modszer vagy a véges ordinatdik modszere a legelterjedtebb transzport-
elméleti modszer. A elsd valtozatat Wick javasolta [Wck], és Chandrasekhar dolgozta
ki [ChS]. Ok a P kozelitésbdl indultak ki, és meg lehet mutatni [Brf], hogy médsze-
riik azzal teljesen egyenértékil. Késébb ezt Carlson [Cls] modositotta. A ma hasznala-
tos programok az altala kidolgozott eljaras kiilonb6z6é valtozatain alapulnak. Az Sy
modszer a P mddszernél szemléletesebb: nem a szogfiiggd fluxusnak a gombfiiggve-
nyek szerinti sorfejtési egyiitthatdit szolgaltatja eredményiil, amelyek koziil csak a
fluxusnak és az dramnak lehet szemléletes fizikai jelentést tulajdonitani, hanem min-
den térbeli osztopontban ¢és energiacsoportban kozvetleniil megadja a szogfiiggd flu-
xust bizonyos diszkrét iranyokban.

Ebben a fejezetben a kovetkezd jeldléseket fogjuk hasznalni. A g-edik cso-
portra vonatkozodan a transzportegyenletet az

Qgrad @, (r,Q) = 0,(r,Q)- 2, (r)@,(r,Q) (5.1)

alakban irjuk, ahol Z.(r) a teljes hataskeresztmetszet a g-edik csoportban, tovabba:

20+1
Q,(r.Q) = ZZ . zg%ng (QQ)o, (r.Q")dQ" + (5.2)
g'=1 7
+L22?ﬁgj¢g,(r,g')dg' gzvzquﬁ (r,Q")dQ’
47ng:1 g'=1 47

a forras a g-edik csoportban [v0. (45.5b)]. A szorasi magfiiggvény sorfejtése konkrét
szamitasokban sziikségképpen véges. Egyelore érdektelen, hany tagot vesziink figye-
lembe. Az “/” valtozora vonatkozo 0sszegzésben ezért nem adjuk meg a sor tagjainak
a szamat.” Tekintve, hogy — a tobbi szamitasi modszerhez hasonléan — az Sy médszer
esetében is forrdsiteraciot alkalmazunk, az (5.1) egyenletnek egy kiszemelt energia-
csoportban val6 megoldasakor a O, forrast adottnak vessziik, és az (5.1) egyenletet
mindegyik g-re kiilon oldjuk meg. Erre vald tekintettel a g csoportindexet az alabbi-
akban csak akkor tessziik ki, amikor van jelentésége a kiilonbozé csoportfluxusok
egymastol valo megkiilonboztetésének. 2,-hez nem irtunk masik indexet: ha a forrast
(5.2) szerint irjuk fel, ez a teljes hataskeresztmetszet. El6fordulhat, hogy a szordsokra
vonatkozo tagokban az sszegzésbdl kihagyjuk a g’ = g tagot: ekkor 2, a removal és
az abszorpcios hataskeresztmetszet dsszege.

* Ha megadnank, az utols6 tag indexét nyilvan “L”-lel jelolnénk, ami keriilendd, hiszen dsszetéveszt-
heté a P kozelitésnél hasznalt jeloléssel, ahol L egy masik sorban, a szogfiiggd fluxus sorfejtésében
figyelembe vett tagok szamat jelenti.
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A teljes 4 térszdgtartomanyt felosztjuk n szama szegmensre: k=1, 2, ..., n.**

A k-adik szegmenst jellemzd iranyvektor €, az egységgdmbnek a szegmenshez tar-
tozo feliilete 4nwy. A wy tényezot a szegmens sulyanak fogjuk nevezni. A szogfliiggd
fluxusnak a szegmenshez tartozo atlagat a kovetkezo képlet adja meg:

4w, @y (r) = [ @, (r,Q)dQ ~ @, (r,Q, )] dQ, (5.3)
k k

ahol az integral jele ala irt “4” betl a k-adik szegmensre vonatkozé integralast jelenti.
A 4m-vel valo szorzas azért jelent meg, mert az Sy modszerben a wy sulyokat altala-
ban 1-re szoktuk normalni:

Zn:wk =1. (5.4)
k=1

Az Q; vektorok €s a wy sulyok megvalasztisat az 5.2. fejezetben targyaljuk. Az Sy
egyenleteket ugy kapjuk meg, hogy az (5.1) egyenletet a k-adik szegmensre integral-
juk. Annak érdekében, hogy az integralok kozelitd felirdsa minél egyszeriibb legyen,
megallapodunk a kdvetkezoben: ha @-hez vagy O-hoz hozzairjuk a “k” indexet, akkor
ez azt jelenti, hogy az illeté mennyiségnek az Q = € helyen felvett értékét 4mn-vel
mér beszoroztuk:*

D, (r)=4nd, (r)~ 410, (r,Q,) (5.5a)
és
ng (r) = 4n§gk (r) ~ 4an (r, Qk) : (5.5b)

A feliilhuzas a k-adik szegmensre vald atlagolast jeloli. Egy tetszdleges h(QQ) fligg-
vénynek a teljes térszogre vald integraljat a wy stlyok segitségével szamithatjuk ki
(vO. (5.3) és (5.5)):

n

[r(Q)a =3 [ne)ia= 4nZ”: weh(Q) = wiy . (5.6)

4n k=1 k=1 k=1

Ebbdl és (5.2)-bdl kovetkezik:

G n
Oue(r)= DD (204 1) 2] gy D Wi P )@ gy (1) +
k'=1

g'=1 ¢
G ) n G n
T z 2?’—&@' Z Wi @g’k’ (r) + fg Z VZ; Z Wk’@g’k' (r) . (5.7)
g'=1 k=1 g'=1 k=1

* Innen szarmazik a modszer neve: “Sy”-ben a “S” a szegmensekre utal. Eredetileg egy dimenzios
rendszereket vizsgaltak (sik-, henger- €s gdbmbgeometridban). Ekkor N a szegmensek szamat jelentette.
Amikor tobb dimenzios rendszert tekintiink, N az  vektor egyik 0sszetevdje szerint felvett osztopon-

tok szama. Ezért hasznaljuk itt a szegmensek feljes szamara az “n” jelolést.
* Az Sy modszert targyalo miivek tobbsége alkalmazza ezt a jelolési konvenciot.
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5.1. Az Sy moédszer egyes geometriakban

5.1.1. Négyszdgletes geometria

Eldszor a négyszogletes geometridval foglalkozunk, amelyben a kifolyasi tag a
kovetkezo:

o0d(r,Q) e 0d(r,Q) e 0d(r,Q)

Qgrad@(r, Q) =0, o oy -

Ennek a k-adik szegmensre valo integraldsa nem okoz gondot. Ha ugyanis (5.1)-et
integraljuk, a

w0, O aék(r) w0 amk(r) w0 a@k(r)
0 oy oz

=w, 0, (r) - W, E(r)@k (r)

(51.1)
egyenletet kapjuk. Az Q iranyvektor komponenseinek a diszkretizaldsa nem tetszdle-
ges, mert minden szegmensre teljesiilnie kell az

2 2 2
() +(Qz) () =1 (51.2)

feltételnek. Abban az esetben, amikor két térbeli dimenzidban targyaljuk a vizsgalt
rendszert, az (2 iranyvektornak csak két komponense marad, és csak két térbeli deri-
valt szerepel. Az Q szerinti diszkretizalas ekkor a megmarad6 két komponensre egy-
mastol annyiban fliggetlen, hogy nem vonatkozik rajuk egy (51.2) szerinti megszori-
tas. Mint az 5.2. fejezetben latni fogjuk, ennek kdvetkezményei vannak az Sy egyen-
letek szamdra vonatkozdan. A térbeli diszkretizalassal az 5.3. fejezetben foglalko-
zunk.

5.1.2. Gbmbgeometria

A kifolyasi tagnak a gdmbgeometridra vonatkozd konzervativ alakjat (F3.1)-
ben irtuk fel. Ha bevezetjiik a

cosf = u
jelolést, (5.1) igy irhato:

i@[rzgp(r, ,u)] +16[(1 _Iu2)@(r, ,u)]
r? or r ou

=O(r, 1) = 2(r)@(r, ). (51.3)

Az r sugarak teljes tartomanyat felosztjuk intervallumokra: (7;, 7:+1). Bevezetjiik a
@;(p)=D(ri.u) & O(u)=0(r. 4)

jeloléseket. (51.3)-at beszorozzuk 4mr*-tel és integraljuk az (r;, r:+1) intervallumban:

/’l(Ai+1@i+l (,u) - Ai@i(:u)) + T 47r 6[(1 _ ﬂ;/)jp(”, ﬂ)] dr =

T




182

Tit1

= I4nr2[Q(r, ,u) - E(r)@(r, y)]dr ) (51.4)

A; az i-edik felilet terilete:
A; =dmr

A bal oldal masodik tagjanak a teljes térszogre vald integralja eltiinik. Az Sy modszer
szerint mindegyik szegmensre kiilon-kiilon kell az integralt kiszamitanunk, és ebben a
bal oldal mindkét tagja ad jarulékot.

Gombgeometridban a szegmensek a u valtozo szerinti diszkretizalast jelente-
nek. A k-adik szegmenshez tartozo feliilet d€2 = 2nd sy, amibdl a szegmens stlya:

_ dQ, _ duy

w, = ——=
KT 4n 2

A szegmensre val6 integralds egyrészt 2n-vel vald szorzést, masrészt a (f4—1/2, ti+1/2)
intervallumban val6 integralést jelent. Egy tetszoleges /() fiiggvényre vonatkozoan
ez a kovetkezoképpen kozelitjiik:

Higv1/2
2m [ h(u)dp = wiehy = 4mwh(py). (51.5)
Hig-1/2
Az (51.4) els6 tagjanak az integralja tehat:

Hi,
2n kJIZ(Am@m(/l) - Ai@i(y))d,u = Wkﬂk(Am@m,k - Aid?ik) : (51.6a)

Hi-1/2

A bal oldal masodik tagjanak az integralja:

His1/2 ”]tl o 5[(1 — ,U2 )(D(I’, /J)]

Hi+1/2
Tisl
2n 5 drdu —2n[ I4nr(1 — i )@(r, y)dr] =
1
Hi-12 T T L=/
= ak+1/2(pi+1/z,k+1/z ) @m/z,k—l/z ) (51.6b)
ahol
Tit1
dnrd
1- ﬂi+1/2 ‘r[ T (r)dr
ak7 / = — ! N (5 1 6C)
w2 2 @m/z,kﬂ/z
ahol:
Titl
2
Dok = . > Vi= S
T V 3

Ay (i+1/2) indexli mennyiségek (fluxusok ¢és forrasok) az i-edik gombhéjra vett atla-

gok. Az a1 egyiitthatok meghatdrozasara még visszatériink. Végiil a jobb oldal in-
tegralja:
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Hi41/2 Tit1
2n J _[4TEF2[Q(I’, ,U) - Z(r)@(r, y)]drdu =w,V; (Qi+1/2,k - 2i+1/2@i+1/2,k )
Hi—172 Ti

(51.6d)
Végeredményben tehat az (51.3) egyenlet Sy valtozata az (51.6) egyenletek alapjan
adodik:

ak+l/2cpi+1/2,k+1/2 - ak—1/2¢i+l/2,k—l/2
M\ A1 Py — APy )+ =

Wi
=V (Qi+1/2,k - 2i+1/2@i+1/2,k) : (51.7)
Az ais12 egylitthatokat nem az (51.6¢) definicid alapjan célszerii kiszamitani.
Jobb a fentiekben tett észrevételbol kiindulni, amely szerint a u szerint a teljes (—1, 1)

tartomanyra valo integralasakor az (51.6b) tagok zérust adnak. Osszegezziik tehat
ezeket k-ra:

n

Z (ak+1/2 D22~ U-12P iz i-12 ) =
k=1

==a1,P 012 + 2Pz =0
Mivel ennek barmilyen fluxusértékekre el kell tlinnie, ez csak gy lehetséges, ha:
,=0. (51.82a)

Ay =dyy

Tekintslink egy nagy, homogén gomboét, amelynek a kozepén jo kozelitéssel izotrop
¢s r-tol fliggetlen fluxus alakul ki. Ebbdl kovetkezik, hogy az (51.3) egyenlet balolda-
lanak mindkét tagja eltlinik. (51.6a) és (51.6b) szerint ez azt jelenti, hogy:

Q12 = Q12 — Wk:uk(AH—l - Ai) : (51.8b)
Az (51.8a) kezdeti értékbdl kiindulva ebbdl az egyiitthatok felépithetdk:
as;p = _Wlﬂl(Am - Ai)a Qs = dzpn — Wyl (Ai+l - Ai)

¢s igy tovabb. Nyilvanvalo, hogy ezek az egyiitthatok fiiggnek i-t6l. Ha az (51.8b)
egyenletet k=1, 2, ..., n-re 0sszegezziik, (51.8a) akkor teljesiil, ha

z Wity =0,
k=1

ami az integralasi sulyokra vonatkozoan minimalis kdvetelmény.

5.1.3. Hengergeometria

A hengergeometridhoz tartozoé kifolyasi tag konzervativ alakjat (F3.2)-ben fel-
irtuk. Az

0, =sinfcosg, 0, =sinfsing, 0, =cosb

jelolésekkel (5.1) a kovetkez6 alakra hozhat6:
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oro) ol @
r (o) 42 )+era—@:rQ—rm, (51.9)
or op 0z
ahol @= (D(r z Q) és O = 0(r,z,Q). Integraljuk az egyes tagokat a k-adik szegmensre:
. 8(r@k)
jg dQ_ e . (51.10a)
Hasonloan egyszerl a bal oldal harmadik tagjanak az integralja:
op
[o, 9240 = v, 22 9%k (51.10b)
oz
A bal oldal masodik tagjat (51.6b) mintdjara kozelitjik:
o, o
_[Mdg = 1P (”a Z) 1 Pran (’”’ Z) . (51.10¢)

r 09

Az itt szerepld egyiitthatok meghatarozasara még visszatériink. Végiil integraljuk
(51.9) jobb oldalat:

[(ro-rz)dQ = w (rQ, - rZ®,). (51.10d)
k

Meg kell még hatarozunk az (51.10c) képlet egyiitthatoit. Ha rogzitjiik €2, ér-
tékét (51.9) mésodik tagj ainak @ szerinti integrélja eltﬁnik és —a gémbgeometria ana-

cres

latni fogjuk, hogy haromdimenziés geometridban (amilyen a hengergeometrla 1s) a
szegmensek k indexe valdjaban két indexet takar: eldszor kivalasztjuk €2, egyik diszk-
rét értékét, majd ezt megtartva egy masik index (j) végigfut az igy kapott réteghez tar-
tozo szegmenseken. Ezt jelenti a ¢ szerint valo integralas. Jeloljik n,-vel a kivalasz-
tott rétegben levd szegmensek szamat. Fennall tehat:

nZ
0= Z(aj+1/z@_;+1/z —a;n @_/—1/2) =4y 412 @nz+l/2 — a1, Py,
—

ami csak ugy teljesiilhet minden fluxusra, hogy a jobb oldalon all6 egyiitthatok min-
den rétegre eltlinnek:

Ay 1y =@ =0 (51.11a)

A tobbi egyiitthatdt ugy kapjuk, hogy vesziink egy allando ¢€s izotrop fluxust, amelyre
a kifolyasi tag azonosan eltlinik. Ezt az (51.10a) — (51.10c) egyenletekbe helyettesitve
kapjuk:

A keresett egyiitthatokat ebbdl egyszert rekurzioval eldallithatjuk.

5.2. A szegmensek megvalasztasa

A szegmensek megvalasztidsara az Sy modszer Wick-ChandraSekar-féle valto-
zataban [Brf] lattunk példat, amely szerint a forrdsok kiszdmitasdhoz sziikséges integ-
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ralokat Gauss-kvadraturaval kozelitjik. A 2. fliggelékben megmutatjuk, hogy ha n
szegmenssel dolgozunk, ez az integralas egzakt mindaddig, amig az integralando
fliggvény legfeljebb (2n—1)-edfokt polinom. Ugyanezek a szegmensek hasznalhatok
gdmbgeometriaban is. Az altalanos esetben azonban a szegmensek és hozzajuk ren-
delt stlyok megvalasztasat kiillonbozo feltételek korlatozzak. Eldszor ezeket vessziik
sorra.

5.2.1. Szegmensek az altalanos esetben

Az altalanos esetben mindenekel6tt teljesiilnilik kell az (5.4) és (51.2) Ossze-
fliggéseknek. Tovabbi feltételek is érvényesek. Izotrop szogfiiggd fluxus esetében a
neutrondram mindegyik komponense eltiinik. Mivel

)= [Qa(r,.Q)dQ = Zkachk()
4r

@D(r) = C (allando) esetében az aram csak gy lehet zérus, ha teljesiil:

D w25 =0, D w27 =0, D w2 =0. (52.1)
k k k

Ezt altalanositva megkovetelhetjiik, hogy az Q vektor komponenseinek minden pérat-
lan kitevéjii momentuma eltlinjon. Izotrop fluxus esetében ugyanis minden paratlan /-
re eltlinnek a gdmbfiiggvények szerinti sorfejtés @, fliggvényei. Ezt legegyszeriibben
ugy biztosithatjuk, hogy a szegmensekhez tartozo €2; vektorok komponensei 0-hoz
képest szimmetrikusan helyezkednek el, tovabba a megfeleld stilyok megegyeznek.
Tovabbi feltétel az un. diffuizios feltétel (vagy masodikmomentum-feltétel), amely sze-
rint megkdveteljiik, hogy a szogfiiggd fluxusnak a (41.1) szerinti sorfejtése legalabb a
P, kozelités rendjéig érvényes legyen:

o(r,Q) = ﬁ@(r) + %m(m. .

Egyszerlien belathatjuk, hogy ez akkor teljesiil biztosan, ha fennall:
«\2 _ 1 y 2 _ l 2\2 _ l
;wk(.@k) =3 ;wk(.@k) =3 ;wk(.@k) =3 (52.2)
Nézziik példaul a Jx komponenst, amelyre fenn kell allnia, hogy
r)=> wQ2®
k

A jobb oldalon — (52.1) alapjan — az els6 tag integraljanak a kozelitése eltlinik, a ma-
sodik tagé pedig

J, (r ——3Zwk!2k QFJ Zwk(gk)z

amibol kovetkezik (52.2). Az Q2 - Q) és € - Qf szorzatok Gsszege a szegmensek
szimmetridi miatt eltinnek. Ezeket altalanositva megkovetelhetjiik paros /-ekre:

Zk:wk(_QZ)[:%, Zk:wk(_QZ)X:%, Zk:wk(ﬂz)fzﬁ.

+1
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(52.3)

A felsoroltakon kiviil tovabbi feltételeket is célszerti megfogalmazni. Ezekhez
tekintsiik az 5.2.1. dabrat. Logikus megkdvetelni, hogy az Sy szdmitds eredménye ne
fiiggjon attol, hogyan helyezziik el az €2, €2, és €2, komponensek tengelyeit a koordi-
natarendszer x-, y- és z-tengelyeihez képest. Ha példaul a z tengely felfel¢ mutat, a
szamitasi eredmény nem valtozhat meg akkor, ha lefelé iranyitjuk. Ebbol kovetkezik,
hogy a szegmensek elhelyezkedésének mindegyik koordinatasikra vonatkozodan
szimmetrikusnak kell lenniiik. Tovabba az eredmények akkor sem valtozhatnak meg,
ha — példaul — felcseréljiik az x- és y-komponenseket. Emiatt a szegmenseknek nem
szabad megvaltozniuk, ha a koordindtarendszert barmelyik irdnyban 90°-kal elfordit-
juk.

0
5.2.1. abra. Teljesen szimmetrikus S¢ szegmensek

A szegmensek elrendezése tehat olyan, hogy az (2, € és (2, komponensek
azonos ¢értekeket vesznek fel. Tovabba, ha egy g4 érték eléfordul kozottiik, akkor —z
is koztiik van, végiil mindkettd wy sulya azonos. Amikor Sy kozelitésrdl beszéliink, ez
azt jelenti, hogy az egyik tengely mentén N szegmenst vesziink fel. Az egységgdmb
nyolc azonos oktansra bonthato, amelyek koziil az egyiket abrazoltuk az 5.2.1. abran.
Az €, komponens lehetséges értékei szerint a szegmenseket rétegekbe rendezhet;iik.
Az abran lathato esetben 3 réteg van: az elsén 3, a masodikon 2, a harmadikon pedig 1
szegmens talalhato. Altalaban egy oktans N/2 réteget tartalmaz, a j-ediken talalhat6
szegmensek szama (N/2—j+1), tehat az oktansban levo szegmensek szama:

]\’Z/f(ﬁ_j+l):N(N+2).

J=1

A szegmensek teljes szama 8-szor ennyi, tehat N(N+2). Az 5.2.1. abrardl leolvashatd
tovabba, hogy a j-edik rétegen a szegmensek masik két indexének 6sszege allando:
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j’+j”:%—j+2. (52.4)
frjuk fel ennek alapjan két szomszédos szegmensre az (51.2) feltételt:

=(@) (@) +(@) (@) +(@) (@)
vagyis:

(@) ~(@) = () -(@) - 4.
Ebbdl kivetkezik, hogy teljesen szimmetrikus szegmensek esetében
(@) =(@) +(r-na & (@) =(@1) +("-1a. (52.5)
A kordbban mondottak értelmében azt is meg kell kévetelniink, hogy

() =(@)

legyen. A értékét tigy kapjuk meg, hogy az (51.2) feltételt felirjuk a j = 1 réteg utolséd
szegmensére (' = N/2):

(Q;‘)2 +(%—1j4+(91y)2 +(.le)2 = 3([2;‘)2 +(%— ]A =1,
amibol:

2
2(1 -3() )
A=——"—. 52.6
V) (52.6)
Latjuk, hogy a teljes szimmetria jelentds megszoritast jelent, hiszen az egyetlen sza-
badon megvalaszthato paraméter Q7 .

Héatravan még a wy stilyok meghatarozasa, ami szintén a szimmetridk figye-
lembevételével torténik. Ha az 5.2.1. dbran lathatd oktansra oldalrdl ranéziink, egy
szabalyos haromszoget latunk. N értékétdl fliggden meg kell keresniink az ekvivalens
helyzetli szegmenseket, amelyekhez azonos sulyt kell rendelniink. A stlyok értékét a
paros momentumokra felirt (52.3) feltételek alapjan hatarozzuk meg. Néhany példa:

o S, kozelitésben az oktans egyetlen szegmenst tartalmaz. (51.2)-bdl kovetkezik,
hogy ekkor Q2 = 1/\/5 =0,577350. (5.4) szerint ekkor wy = 1/8.

e S, kozelitésben az oktans harom szegmenst tartalmaz, amelyek pozicidja azonos,
vagyis minden szegmensnek ismét kozos sulya van: wy = 1/24, hiszen a szegmen-

2 2
sek szama most 24. (52.5) és (52.6) szerint: (.(2’2‘) =1- 2(.(21‘) . Mivel ebbdl 6sz-

2

szesen 8 szegmens van, (.Qi‘) -bdl pedig 16, ezek ¢ = 2-re automatikusan kielégi-

tik az (52.3) feltételt. Ha azt is megkoveteljiik, hogy ez a feltétel ¢ = 4-re is kielé-
2

giiljon, akkor (.Qi‘) -re egy masodfoku egyenletet kapunk, amelynek a megoldasa:

0 =0,350021 és 235 =0,868890.
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o S¢ kozelitésben az oktans hat szegmenst tartalmaz, mint az 5.2.1. dbran lathato.
Ezek helyzete mar eltérd, amit a kdvetkez6 haromszoggel szemléltetiink:

1
22
121

Ez azt jelenti, hogy a sulyok kozott két érték fordul eld: a sarokszegmensek sulya
Wi, a 2-vel jelolt szegmenseké pedig W,. Mivel a szegmensek teljes szama 48,
(5.4) azt jelenti, hogy

24W, +24W, =1, vagyis m+Ww, = % . (52.7a)
(52.5) ¢és (52.6) alapjan:
()
(@) -—5 (@) -]

Az ¢ = 2-hdz tartoz6 momentumfeltétel:

1—((2;‘)2

82, + W, )(Q;‘)2 +8-2:, + 8W1[1 - 2(0;‘)2j = % (52.7b)

Az ¢ = 4-hez tartozé momentumfeltétel:

1—(!2;‘)2

2

8(2W, + W, )(Qf)4 1827, + 8Wl[1 - 2(9;‘)2j g % (52.7¢)

Konnyt belétni, hogy (52.7b) automatikusan teljesiil, tehat fel kell irni az ¢ = 6-
hoz tartoz6 momentumfeltételt is:

X 2
8(2, +W2)(Qi‘)6 182, 1-(2})

+8W, (1 - 2(!2;‘)2) 1 (52.7d)
7
A (52.7a), (52.7¢) és (52.7d) egyenletekbdl a harom ismeretlen meghatarozhat6:
W, W) és (.(2{‘)2.
A magasabb Sy kozelitéseket nem vizsgaljuk a fenti részletességgel, de megmutatjuk
a sulyfaktorok kiilonb6z0 értékeinek haromszogét:

2 2 3 4
33 33 4 4 55
313 414 515 626
2332 3113 5225 7337
23432 41214 63136
345543 523325
4567654

Sg Sto Si2 Sia
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Lathatd, hogy az Sg séma kdzepén van az S, séma, S;¢ kézepén az S, Si» kdzepén az
Se, S14 kdzepén az Sg és igy tovabb. Altalaban: az Sy séma kozepén talalhaté az Sn_g
séma. Ennek az észrevételnek az alapjan egyszertien felépithetjiik barmelyik sémat.
Az 10j poziciok szama is egyszeriien leolvashato a fenti sémakbol: [(N+2)/4], ahol [x]
az x szam egész részét jelenti. Ha N oszthatd 4-gyel, akkor a legnagyobb sorszamu
pozicid 6-szor fordul elé a haromszogben, ha nem oszthato 4-gyel akkor csak 3-szor.
Ha ny-nel jeloljiik a kiilonb6zd poziciok szamat, akkor ez a kovetkezd rekurzidval
allithat¢ elo:

N2> 8; Ny = N4 = 1, ne = 2. (528)

N+2
4 b

Ny =Npy_g + |:
Az Sy kozelitésben ¢ < ny-re lehet az (52.3) feltételeket pontosan kielégiteni.

5.2.2. Szegmensek két dimenziéban

Két dimenzids geometridkban csak négy oktanst kell tekinteni, mivel a rend-
szer szimmetrikus valamelyik valtozoja szerint. Nézziik eldszor az X—Y geometriat,
amelynek az esetében a vizsgalt rendszer szimmetrikus a z tengely mentén. Ez azt je-
lenti, hogy az 5.2.1. abra szerint elég az (2, dsszetevd pozitiv (vagy negativ) értékeit
tekinteni. Ha csak az (2, > 0-hoz tartozd szegmenseket tartjuk meg, akkor ez négy
kvadranst, vagyis egy egységsugart félgombot jelent. Q masik két komponensének a
diszkretizalasa kdvetheti az el6z6 fejezetben targyalt teljesen szimmetrikus szegmen-
seket.

A kétdimenziés R—Z geometridban a vizsgalt rendszer szimmetrikus az (2,
komponens szerint. Eszerint elég az £2, > 0-hoz tartoz6 szegmenseket megtartani, ami
ismét négy kvadranst, vagyis egy egységsugaru félgombot jelent. A megmaradd kom-
ponensek szerint itt is legegyszeriibb a teljesen szimmetrikus szegmenseket hasznalni.

Specialis alkalmazasokban azonban célszeri lehet a teljesen szimmetrikus
szegmensektdl eltérni. A kovetkezd fejezetben ilyen sémat mutatunk a hengergeomet-
ria szdmara.

5.2.3. Egydimenzios geometriak

Egydimenzids sik- és gombgeometridkban a Gauss—Legendre-kvadratirat
szoktuk alkalmazni. Roluk tehat a jelen fejezetben tobbet mondani nem sziikséges. A
hengergeometria azonban specialis sémat igényel, mert itt nem keriilhetd meg az Q
vektor mindharom komponense szerinti integralas. Egydimenzios hengergeometria-
ban a vizsgalt rendszer szimmetrikus mind az (2, és (2, komponensekre vonatkozdan,
ezért elég két oktanst tekinteni, nevezetesen azokat, amelyek (2, > 0-hoz és (2, > 0-
hoz tartoznak. A vizsgéalando tartomany tehat az egységgdmb negyede.

Ebben a geometriaban a @ és ¢ szerinti integralokra kell alkalmas kozelitést
talalni. A transzportegyenletben szerepld, Q szerinti integralok

T

1
I=[d(cost)] £(Q)de (52.9)
0 0

alaku integralra vezethetOk vissza. A 2. fliggelékben megmutatjuk, hogy ebben a ¢-re
vonatkoz6 integralast Gauss—Csebisev-kvadraturaval célszerii kozeliteni. A masik
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komponens, vagyis az (2, = cos@ szerinti integralt a Gauss-Legendre-kvadraturaval a
legjobb kozeliteni.

A fentiekben megfogalmazott séma nem szimmetrikus séma. Sem az (2,, sem
a @ szerinti kvadratara alappontjai nem felelnek meg a teljesen szimmetrikus séma
alappontjainak. Amikor Sy modszerrdl beszéliink, ez azt jelenti, hogy az (2, szerinti
integralasban N/2 alappontot valasztunk, de nem kdveteljilk meg, hogy (2, minden
értékére a @ szerinti integralasban is ennyi alappontot hasznaljunk (bar ez is lehetsé-
ges). A gyakorlatban az terjedt el, hogy az (2, szerinti szintekben felfel¢ haladva 1-
gyel csokken az oktansban levd alappontok szdma.

5.2.4. Specialis sémak

Vannak esetek, amelyekben a fenti sémdk egyike sem felel meg. Ezekben kii-
l6nlegesen szerkesztett szegmenseket haszndlunk. Néhany példa:

e El6fordulhat, hogy a szogfiiggd fluxus aniztoropiaja mas a kiillénb6zo energiacso-
portokban. Ha ezt elére tudjuk, célszerli az egyes energiacsoportokban N értékét
eltéréen megvalasztani. Az igy kapott sémakat energia szerint torzitott sémaknak
nevezzik.

e Vannak régidk, amelyek kornyezetében a szogfliggd fluxus erdsen anizotrop, mi-
kdzben mas tartomanyokban az anizotropia mértéke sokkal kisebb. Ilyen régiok a
szabalyozorudak és kornyezetiik. Ezekben célszerti N értékét nagyobbra valasztani,
mint azokban, amelyekben érvényes a diffuzios kozelités. Az igy kapott sémakat
hely szerint torzitott sémdknak nevezziik.

e Vannak esetek, amelyekben eldre tudjuk, hogy bizonyos Q-kra a szogfiiggd fluxus
sokkal nagyobb, mint a tobbiekre. Erre jellegzetes példa egy pontforras hatasara
kialakul6 fluxus szamitdsa. Ha a forrds a g =1 csoportban termeli a neutronokat,
akkor ebben a csoportban a szogfiiggd fluxus jelentds az €2 ~ 1 neutroniranyokra
jelentds, de elhanyagolhatd a tobbi neutroniranyra. Masik példa az in. mély beha-
tolds probléméja, amelyben a fluxus csak a védelmi falra merdleges iranyokban je-
lentds. Ilyen esetekben az alappontokat stiritjiikk az €2 ~ 1 neutroniranyok tartoma-
nyaban, ¢és kevés alappontot valasztunk az ezen kiviili iranyokra. Az igy kapott
sémakat irdny szerint torzitott sémdknak nevezziik.

5.3. Térbeli diszkretizalas

Miutan megbeszéltiik a diszkrét neutronirdnyok megvélasztasat, ratériink a
térbeli valtozok szerinti derivaltak végesdifferencia-kozelitésére. Példaképpen az R—Z
hengergeometriat valasztjuk. A tobbi geometria esetében az eljaras analdég. A valasz-
tast az indokolja, hogy illusztralni tudjuk vele a transzportoperator konzervativ alak-
jénak a fontossagat (vo. 1. fiiggelék, F1.3. fejezet).
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i-1/2, j+1/2 I, j+1/2 i+1/2, j+1/2
® ® 9
i, j
®i-1/2, o i+1/2, j®
Q
[ @ ]
i-1/2, j-1/2 i, j-1/2 i+1/2, j-1/2

5.3.1. abra. Térbeli diszkretizalas R—Z geometriaban

5.3.1. Példa a diszkretizalasra: R—-Z geometria

Tekintsiik az 5.3.1. dbrat, amely az (r;, z;) osztopont kdrnyezetét mutatja. Az
abran a feles indexli osztépontok a radidlis vagy axialis intervallumok felével valo
elmozdulasoknak megfelelé pontok. Ezek az intervallumok tehat:

Ar; =i —Tiop s Az, =z =Zj ;- (53.1)

Feltessziik, hogy a vizsgalt rendszer homogén az dbran mutatott téglalapon belill. A
diszkretizaland6 egyenletet (51.9)-ben irtuk fel. A d@/ds kifolyasi tag egyes Osszete-
vOi az (51.10a) — (51.10c) egyenletekben, a tobbi tag pedig (51.10d)-ben van felirva.
Mindegyik térbeli diszkretizalasa Ggy torténik, hogy beszorozzuk 2m-vel, és integral-
juk az abran lathato téglalapra. A (51.10a) alatti kifejezésre a kovetkez6t kapjuk:

olrd, (r,z
I IankQ;c Wdrdz = W L2, (Ai+l/2,jcpi+l/2,j,k APk ) ’
Az; Ar;
ahol
1
Dipix=—|@ (rl._ ,Z)dz
£1/2,).k Az, Aj;j k\Tiz1/2

a z-re atlagolt szogtiiggd fluxus, tovabba a hengerfeliiletek:

Aiil/Z,j = 2nriil/2AZj'
(51.10c¢) integralja:

I I2n(ak+1/2 Din (l”, Z) 1P (F, z))drdz =

Az_ j Ar;

= ZWA’”iAZj (ak+1/2@ly,k+1/z - ak—l/zmij,k—l/z) =
= (Ai+1/2,j - Ai—l/z,j)(ak+l/2@ij,k+l/2 - ak—l/z@ij,k—l/z) -

A celléra atlagolt fluxust a kdvetkezd képlettel definialjuk:
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Dy = VL I chk (r,z)andrdz ,

U Az; A,
ahol Vjjaz 5.3.1. dbrdn mutatott cella térfogata:
Vi = I Iandrdz = n(rfﬂ/z - rﬁl/z )Azj.

Azj Ar;
(51.10b) integralja:
oD, (r,
Iﬂdrdz

oz

Z
w2} .[2711”
Ar; Az;
=w 2n(rk,, -t (@ ~@
= WSl T Fivy2 — Vic12 i, j+1/2,k i,j-12,k |
ahol

Idjk (r,zjil/2 )2nrdr

Ar;

2 2
7T(’”i+1/2 - ”i—l/z)

@i,jil/z,k =

az r-re atlagolt szogfiiggd fluxus. A hataskeresztmetszeteket tartalmazo tagok (vo.
(51.10d) integralja:

V.

i.k" i

I Iwthd?k (r,z)2nrdrdz = wkZEjtp

Az; Ar;
tovabba a forrast tartalmazo tagoké:

I Ikak (r, z)2nrdrdz = Winj,kVij ,

Azj Ar;
ahol
1
_V ijk(r,z)andrdz.

U Az; Ay

Qij,k =

5.3.2. Térbeli diszkretizalas az altalanos esetben

A fenti példa mintdjara a tobbi geometridkban is elvégezhetjiik a térbeli
diszkretizalast. Mindegyik eset kozos alakra hozhato, amelyben az egyes egyiitthatok
értéke geometriardl geometriara valtozik. Ehhez az QQ vektor komponenseit csak sza-
mokkal jeloljiik, és az egyes geometriakra vonatkozdan specializaljuk. A dimenziok
szamat az 1D, 2D és 3D jelekkel kiilonboztetjiik meg egymastol. A diszkrét szogira-
nyok indexe tovabbra is a k betll lesz, az egyes térbeli koordinatakra pedig az i, j és m
indexeket hasznaljuk.*® Az altalanos alak a kovetkezé:

(1)
(Ai+1/2@i+1/2,j,m,k - Ai—l/z@i—l/z,j,m,k )AHjm +

w, €2,

¥ A szorasi magfiiggvény sorfejtésében tovabbra is az ¢ indexet hasznaljuk (v6. (5.2) és (5.7)). Mivel
itt nem jelenik meg a Py kozelités m indexe, ezt lehetett a harmadik térbeli osztopontok indexelésére
hasznélni. Igy remélhetden nem fog félreértést okozni.
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+(Ai+l/2 — Ay )(ak+1/2cpi,j,m,k+l/2 — W 1D mi-12 )AHjm +
(2)

+w L2 (¢i,j+1/2,m,k ~ D i pmk )ABim +
(3)

+w, 2 (¢i,j,m+1/2,k — D, w12k )Acij +

W, 25 D i iV im = Wi Qi Vijm - (53.2)

ijm = ijm,k" ijm

Az itt szerepld egylitthatok értékeit az 5.3.1. tablazatban 6sszegezziik. Az utolsod osz-
lopban megadjuk az Q vektor komponenseinek az indexeit, vagyis az “(1)”, “(2)” és
“(3)” fels6 indexek értelmét.

5.3.1. tablazat. A térbeli diszkretizalas egyiitthatoi

Geometria | Aiip AH,,, ABiy, AC; Vi 1,2,3
1D sik 1 1 0 0 Ax; X

1D gbémb 21 1 0 0 (1)

1D henger | 47,2, 1 0 3) r
2D X-Y 1 Ay; Ax; AxiAy; X,y
2DRO | 2mrp AB, 0 Ar; @) r, @
2DR-Z | 2mriin Az; (1) 0 “4) Lo,z

3D X-Y-Z 1 AViAz,, AxiAz,, AxAy;, | AxiAyidzy, | XY, Z

3DR-O-Z | 2mriin | AbuAz (2) AriAz; (5) T, 0,7

W) w{r2ys = r2ia)

@) 7l =121 A,

(3) 4n(rys = 1ilin )3

() (i =ty Az,

(5) {12z = 102 A0, A2,

A térbeli diszkretizalasnak tovabbi modjait is kidolgoztak, de ezek részleteibe

nem megylink bele. Akarmilyen mddszert is valasztunk, mindegyiknek teljesitenie
kell az alabbi kovetelményeket:

l.

Szigorian konzervativnak kell lennie, ami az jelenti, hogy mindegyik tagjat a k&
indexre 0sszegezve (ami az Q szerinti integralasnak felel meg), a neutronmérleg
szempontjabol vildgos jelentésti eredménynek kell adodnia. (Ennek részleteit az 1.
fiiggelék F1.3. fejezetében elemezziik.) Enélkiil nem szervezhetd meg a kiilso ite-
racio, tovabba nem alkalmazhatok az iteracid gyorsitasara szolgalo eljarasok (lasd
az 5.4. fejezetben).

A diszkretizalt egyenletnek az egzakt egyenletekhez képest elegendéen pontosnak
kell lennie a szabad uthosszak nagysagrendjébe es6 Ax, Ay stb. intervallumok ese-
tében.

A modszer legyen nem-negativ: pozitiv neutronforras és a hatarfeliileteken meg-
adott pozitiv értékek esetében a diszkretizalt egyenletek megoldasa nem vezethet
negativ fluxusokra.
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4. A modszernek a Ax, Ay stb. intervallumok felvételétdl fiiggetleniil at kell mennie a
diffuzioegyenlet végesdifferencia-alakjaba, amikor a diffuzios kozelités érvényes.

Ez az utobbi kdvetelmény természetes, de numerikus okai is vannak. Létezik ugyanis
egy diffuzidelméleten alapulé konvergenciagyorsitd eljards, amely nem miikddne, ha
a 4. kovetelmény nem teljesiilne. A 3. kovetelmény az Sy modszer legnehezebben tel-
jesithetd kovetelménye. Arrdl van sz6, hogy az 1. alatti megmaradési kdvetelmény ¢és
a 4. alatti diffazios hatarérték-kovetelmény nem minden esetben egyeztethetd Gssze a
nem-negativ megoldas kovetelményével. Ez kiilondsen a bioldgiai védelmek mérete-
zésekor felmeriild mély behatolasi probléma megoldasakor okoz gondot. Ilyenkor al-
talaban le szoktunk mondani arr6l, hogy mind a négy kdvetelményt egyszerre kielé-
githessiik.

5.3.3. A feles indexii fluxusok kozelitése

A (53.2) egyenletrendszert csak az egész indexii racspontokra irtuk fel, viszont
szerepelnek benne feles indexti fluxusok is. A kérdést vizsgéljuk meg az 5.3.1. rész-
ben targyalt R—Z geometridban. Tekintsiik el6szor a neutronirdnyok szerinti feles in-
dexeket. Ezekre vonatkozoan az egyszerli szamtani kozepet alkalmazzuk:

b - Dj1n Py
ij.k 7

Ha ezt (53.2)-be helyettesitjiik, a feles indexekhez tartoz6 fluxusokra kapunk egyen-
letrendszert.

Az R—Z geometria esetében (53.2)-ben 5 fluxusérték szerepel, amelyek koziil
a 4 feles indextirdl egyelére nem mondtunk semmit. Ha a tekintett sebességirany az
5.3.1. dbran lathat6 Q irany, akkor az (i—1/2, j) és az (i, j—1/2) indexli fluxusok a ha-
tarfeltételekbdl ismertek. Az (i+1/2,j) és az (i, j+1/2) indexi fluxusokat pedig a ko-
vetkezd képletek kapcsoljak dssze az egész indexii fluxusokkal:

(1 Tk )@i+1/2,j,k + (1 ik )@i—l/z,j,k

és
o = (1 +by )@i,j+1/2,f + (1 — by )@i,j—l/Z,k
i,k — 7 s
ahol

Ezeknek az egylitthatoknak a megvalasztasara kiilonb6z6é sémak 1éteznek. A legegy-
szer(ibb séma szerint mindkettét 0-nak valasztjuk. Egy mésik mddszer szerint:
2 : 2
aij,k :—Z €S bij,k :—r.
2 2
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5.4. Az iteracio

A (53.2) egyenletet iteracioval oldjuk meg. Az iteracios képletet felesleges
felirni, viszont érdemes Osszefoglalni, milyen fliggetlen véaltozok szerinti diszkretiza-
lasrol van szo:

e El6szor, az (53.2) egyenlet a g-edik csoportra van felirva (g=1, 2, ..., G), de ezt a
képletekben nem jel6ltiik, nehogy tovabb bonyolddjanak a mennyiségek indexei.

e Masodszor, az egyenlet minden energiacsoportban minden € diszkrét neutron-
iranyra felirand6 (k=1, 2, ...).

e Harmadszor, az egyenlet minden energiacsoport és minden € diszkrét neutron-
irany esetében az Osszes térbeli osztopontokra felirando. Ez alol kivételek a hatar-
pontok, mert ott a hatarfeltételek alapjan ismert a szogfliggd fluxus.

Az energiacsoportok tekintetében az iteraciot két részre bontjuk — ugyanigy, mint a
diffuziés kozelitésnél. Adott hasadasi forras mellett energiacsoportonként megoldjuk
az (53.2) egyenletet. Ezt a miliveletet nevezziik az Sy modszer esetében is belso itera-
cionak. A hasadasi forrds ismételt Ujraszamoldasa a kiilso iterdcio.

5.4.1. A belsé iteracio

A belsd iteracio ugyantigy Gauss-Seidel iteracio, mint a diffuzidegyenlet ese-
tében. Nem egyértelmii azonban, milyen sorrendben fut végig az iteracid az egyes
fiiggetlen valtozok értékein. Nos, az Sy modszer esetében az egyes neutroniranyokat
rogzitjiik, és az iteracio végighalad az 6sszes térbeli osztopontokon. Miutan ez befeje-
z0dott, attériink a kovetkezd neutronirdnyra. A tapasztalat szerint az ilyen mddon
szervezett Gauss-Seidel iteracid konvergdl a leggyorsabban. A konvergencia meg-
gyorsitasara nem szoktuk alkalmazni a diffizidegyenlet esetében bevalt szukcessziv
tulrelaxalds modszerét. Ennek az az oka, hogy az (53.2) egyenletrendszer mas szerke-
zetli, mint a diffuzidegyenlethez tartozo végesdifferencia-egyenletek, és emiatt ez a
moddszer nem hatékony. Két modszer terjedt el: a Csebisev-iteracid és a durva halds
kiegyenlités modszere. Az elébbit a forrasiteracio targyalasakor ismertetjiik. Az utob-
bi Iényege a kovetkezo.

Tételezziik fel, hogy néhany egyszerli iteracios 1épést végrehajtottunk. A leg-
utolso 1épés eredményét felhasznalva atlagoljuk a csoportallandokat — a diszkretiza-
cios felosztashoz képest — nagy tartomanyokra. Ez utobbiak rendszerét nevezziik dur-
va halénak, szemben az eredeti felosztas szerinti finom haléval. A durva hélora vo-
natkozoan megoldjuk az igy adddo és szintén (53.2) alakt egyenleteket. Erre alkal-
mazhatunk kiilon iteraciot, de elképzelhetd a durva hélos egyenletek kozvetlen mat-
rixinverzidval valé megoldasa is. fgy mindegyik tartomanyra kapunk egy szorzoté-
nyez6t, amellyel beszorozzuk mindazokat a finom halos fluxusokat, amelyeknek meg-
feleld racspontok az adott tartomanyba esnek. Ezzel egymashoz képest mintegy ki-
egyenlitjiik az egymastol nagy tavolsagra levo racspontokhoz tartoz6 finom halés flu-
xusokat. Megjegyezziik, hogy ezt a modszert a diffuzidegyenlet esetében is alkalmaz-
ni lehet.
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=1 =2 =3 I=4

M=1

5.4.1. dbra. Durva halos kiegyenlités X—Y geometridban

Az elmondottakat — a valtozatossag kedvéért — X—Y geometridban mutatjuk
be. Tekintsiik az 5.4.1. abrat, amely ugy keletkezett, hogy a 3.2.2. dbrat kiegészitet-
tilkk egy durva haloval. Az y tengely mentén 3, az x tengely mentén pedig 4 tartomanyt
jeloltink ki. A (53.2) egyenletet el0szor 0sszegezziik a diszkrét neutronirdnyokra (va-
gyis a k indexre). Az elsé és masodik tag 0sszegében megjelennek az aramok:

X _ Xt X—
i =Jin; T

x+  _ (1) x= (1)
Ji+1/2,j = ZWka (Di+1/2,j,k 5 i+1/2,] = Zwkgk ¢i+1/2,j,k
ke:0l>0 k) <o
és
y _ gyt y-
Jin =Jimn im0,

vt (2) T (2)
Jijan = ZWka D, jiiak > Jijan = ‘ Wil D@ o -
k20 k2 <0

A szbgfliggd fluxusra vonatkoz6 analog 0sszeg a fluxust adja a tekintett finom halds
racspontban:

Zwk@y‘,k =@;.
k
Hasonlé6an:
Z Wi Qi =9y
k

Végeredményben (53.2)-bdl a kdvetkezo egyenlet adodik, ha figyelembe vessziik az
5.3.1. tablazatot is:

( ;:1/2,1' - Jz'x—1/2,j )ij + (JZ‘/+1/2 - Ji},,j—l/Z )Axi + E;QUAxiij = Qiijiij'

Ezt az egyenletet Osszegezziik az (I, M) tartomédnyra. Bevezetjiik a kovetkezd jelolé-
seket:
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Z Z%Afoyj

AX]:ZAXZ', AYM:ZA)/-, cD[M:iel./'eM ,
iel jeM ’ A)(IAYM
t
2. 2.0;Ax Ay, PIDIDNTIISNG
iel jeM t iel jeM
O = > 2=
AX ,AY,, @, AX,AY,,

Osszegzéskor az aramok kiesnek a belsd pontokban, és csak a tartomany széléhez tar-
tozok maradnak meg:

Z( i —J i )ij - (foﬂ/lj ALY )ij ’

iel

ahol az (I+1/2) és (I-1/2) indexek az [-edik tartomany jobb, illetve bal széléhez tarto-
76 aramot jelentik. Ezt még 0sszegezniink kell j-re is:

Z Z(Ji):—l/z,j - Jix—l/z,j )AJ’_; = (J;(+l/2,M - J;(—I/Z,M)AYM .

iel jeM

Hasonloban:

y _( 7y _ gy
Z 2 ( i,j+1/2 Ji,j—1/2)Axi _(JI,M+1/2 JI,M—1/2)AX1'
ieljeM

Végeredményben a finom halds egyenletnek az (I, M) tartomanyra vald 6sszegzése a
(J1+1/2 m = 1am )AY + (J1 e =J 1 uon )AXI + 2 @ AX [ AY ) =
=0 AX | AY )y,

egyenletrendszerre vezet (I=1, 2, 3, 4) és (M =1, 2, 3). Ez igy nem hasznalhat6 dur-
va halos kiegyenlitésre, mert a durva halos aramokat is fel kell bontani ki- és befoly6
komponensekre. Az (I, M) tartomanybdl kifolyé aramkomponensek a kovetkezok:

balra: J1 7y ur, jobbra: Jip s felfelés S0, lefeler JY .

Ezekhez ¢és a @y, fluxushoz tarsitjuk az f, kiegyenlitési tényezot. A szomszédos dur-
va halos celldkhoz tartozo kifolyd dramkomponensekhez a szomszédos cellakét tarsit-
juk. Igy a kovetkezd egyenlet adodik a kiegyenlitési tényezokre:

(fIM (J1+1/2 M -];(—_1/2,1\4)Jr Sramd ranm = fio, ud M)AYM +
(f]M( ILM+1/2 ~ ;,34—1/2)"‘ f],M+1J[y,;l/I+1/2 - f1,M-1J1y,;4—1/2 )AXI +
+2t[Mf[Md)[MAX1AYM = O AX [ AYy,

Ez ugyanolyan alaku egyenlet a kiegyenlitési tényezOkre, mint egy szokasos 5-pont
végesdifferencia-egyenlet. Miutan ezt megoldottuk, a kiegyenlitett szogfliggd fluxu-
sok kiegyenlitett iteraltjait a kovetkezd képlet adja:

Dy =Dy fim ahol iel ¢és jeM.

A vesszOtlen szogfliggd fluxus a kiegyenlités nélkiil kapott iteraltat jelenti.



198

Ezzel a modszerrel jelentds gyorsitast lehet elérni minden olyan esetben,
amelyben az egymastol tavoli tartomanyok kozott csak laza csatolas van. Erre példa
azoknak a rendszereknek az esete, amelyekben nagy nem-hasado tartomanyok (pél-
daul reflektorok) vannak. Ilyenekben a finom haléon halad¢ iteracid esetében nagyon
sok iteracios 1épés kell ahhoz, hogy a reaktor egyik széléhez tartozé fluxusok javulasa
€rz6djon a reaktor masik végéhez tartoz6 fluxusokban (és vice versa). Illyenkor kiilo-
nosen hatékony a durva halés kiegyenlités, mert az éppen az ilyen tavoli tartomanyok
kozotti fluxusaranyokat igazitja ki. A médszer hatékonysaga kisebb akkor, amikor a
vizsgalt rendszer legtobb tartoméanyaban van hasadas. Ilyenkor ugyanis a forrasitera-
ci6 dnmagaban jelentds kiegyenlitést jelent. Ez a helyzet példaul a gyors reaktorok-
ban, ahol a reflektor alarendelt szerepet jatszik, vagy pontosabban: az természetes
uran, tehat maga is hasad6 tartomany. Termikus reaktorokban azonban a durva halos
kiegyenlités nagyon hatékony konvergenciagyorsité modszer.

5.4.2. A kiilsé iteracio

Mint mondtuk, a kiilsé iteracié a Q, forrds ujraszamolésat jelenti. Meggyorsi-
tasara tobb modszer is ismeretes. Mindenekel6tt célravezetd a durva halos kiegyenli-
tést alkalmazni. Tekintve, hogy ennek Iényegét az el6z0 részben ismertettiik, ezt nem
targyaljuk a jelen fejezetben, bar nem trividlis az el6z0 részben ismertetett modszer-
nek a forrasiteraciora vald atvitele. Részletesen ismertetjiik viszont a Csebisev-féle
konvergenciagyorsito eljarast. Ehhez atvessziik a 3.3. alfejezet jeloléseit.

Jeloljiik ismét @-vel a fluxusokbol képzett vektort, amelyet a P operator alakit
at hasadasi forrassa:

F=P®D. (54.1a)
Ha a bels6 iteracidban megoldand6 egyenletrendszer matrixat D-vel jeloljiik, akkor a
belsd iteracio a

D®=F (54.1b)
egyenlet ®@-re valé megoldasat jelenti — adott F mellett. Az (/—1)-edik iteraltbol az

Fy | =P®,

képlettel kapjuk a hasadasi forras iteraltjat, amibdl (54.1b) adja a fluxus /-edik iteralt-
jat:

(I)f = D_IFZ_I ,
majd:
F,=QF,,, Q=pD"" (54.2)

adja a hasadasi forras /-edik iteraltjat. Ez a korabbi fejezetekben tobbszor emlegetett
forrasiteracié alapképlete. A 3.3. alfejezetben mondottak most is szor6l széra megis-
mételhetdk, vagyis ez az iteracid konvergens, ¢és a

ky = Qy (54.3)

sajatérték-probléma legnagyobb sajatértékéhez tartozd sajatfliggvénnyel ardnyos
figgvényhez konvergal. Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy a konvergencia jelentd-
sen meggyorsithato.
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Tudjuk, hogy a sajatértékek kozott van egy legnagyobb, amely valds és egy-
szeres. Jeloljiik ezt ki-gyel, a hozzatartozd sajatvektort pedig yi-gyel. Ez a sajatérték
a keresett k.. A tobbi sajatértéket és a megfeleld sajatfiiggvényeket az i indexszel kii-
16nboztetjiik meg egymastol. Tételezziik fel, hogy mar néhany iterdcios 1épés megtor-
tént, aminek eredményeképpen jé becsléssel rendelkeziink k; szdmara. Legyen ennek
az iterdcionak a sorszama /. Ezt kdvetden az 1j iteraltat mindig az /, utaniak linearis
kombinaciojaként allitjuk elo:

F =2 a,F;,
j=0
ahol a vesszdtlen vektorok az (54.2) képlettel kapott iteraltak, tehat

J
n Q
Fé = Zanj( j Ff—n'
j=0

ky

Latszik, hogy ¢y = (—n. Itt figyelembe vettiik, hogy a 3.3. alfejezetben irtak szerint az
(54.2) képlettel kapott iteraltakat minden 1épésben elosztjuk k; becsiilt értékével. Mi-
vel feltevésiink szerint ez a becslés elegendden pontos. A linearis kombinacid egyiitt-
hatoval definialjuk a

P(x)=Yayx’ . (54.4)
j=0

amelynek a segitségével a modositott iteralt az

kl 0

alakban irhato fel.

Latszik (54.5)-bdl, hogy ¢ novekedésével a polinomok # fokszama is nd. Cé-
lunk olyan P,(x) polinomok megkeresése, amelyek a lehetd leggyorsabb konvergenci-
at biztositjak. Megtalalasuk érdekében fejtsiik a kiinduld vektort a sajatfliggvények
szerinti sorba:

F, = Zci\lli ,
1
amivel az (54.5) iteracio a kovetkezd alakban irhaté fel:
Q k; k;
F/ = Zcipn - Vi = Zcipn - Vi = Clpn(l)‘l’l +zCiPn — V.. (54.6)
i kl i kl i>1 kl
Legyen a masodik legnagyobb abszolut értékii sajatérték k. A
_ k|
p=—x<I1 (54.7)
ki

szamot domindns aranynak nevezzik. Az eddigiekbdl kovetkezik, hogy a P,(x) poli-
nomoktol a kdvetkezdket kell elvarnunk:

e P,(1)=1, hiszen ez biztositja, hogy a keresett y; sajatfiiggvény amplitiddja ne
ndvekedjen iteraciordl iteraciora.
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. ‘Pn (x)‘ legyen a lehetd legkisebb a p-nal kisebb abszolut értékii x-ekre.

Az alabbiakban megmutatjuk, hogy a konvergencia leghatékonyabb gyorsitasat a Cse-
bisev-polinomok segitségével érhetjiik el, ha p-ra megfeleld becsléssel rendelkeziink
(lasd alédbb). A P,(x) polinomokkal szemben tdmasztott fenti kovetelményeket akkor
elégithetjiik ki, ha a kovetkezoket alakban keressiik oket:

(54.8)

ahol S,(u) n-edfoku polinom. Amikor x a [0, p] intervallumban valtozik, S,(x) argu-
mentuma a [—1, 1] intervallumban. Vele szemben az aldbbi kovetelményeket tamaszt-
juk:

1. Az iteracids képlet alkalmazasa legyen minél egyszerlibb, vagyis az S,(u) polino-
mok elégitsenek ki egy harom tagu rekurzios képletet.

2. A [-1, 1] intervallumon beliil |S, (,u)‘ <1.
3. A[-1, 1] intervallumon kiviil ne legyen zérushelyiik. Ekkor ugyanis fennall, hogy

hms4z—qziw,
n—»0 p

amibdl kovetkezik, hogy

lim P, (x) =0, amikor |x| <p.

n—»0
Ezeket a feltételeket teljesithetjiik, ha S,(x)-et a 7,(x) Csebisev-polinomokkal tessziik
egyenlévé. Az egyszeriiség kovetelményébol kovetkezik, hogy csak

S, (x) =ax$S,_; (x) +bS,_, (x)

alakt rekurzids képlet johet szoba. Ez ugyanis azt jelenti, hogy minden iteracios lé-
pésben csak az utolsd iterdltra alkalmazunk belsd iteraciot, és ennek eredményét €s az
utolso el6tti iterdltat alkalmas egyiitthatokkal egymassal kombinaljuk (lasd alabb).
Legyen xo az S,1(x) polinom egyik zérushelye. Ekkor a rekurzidbdl kovetkezik, hogy

S, (xo) =bS, (xo) .

Mivel mindkét polinom abszolut értéke legfeljebb 1 lehet, legutobbi egyenletiink ki-
elégitése legegyszertibben ugy biztosithaté minden n-re, ha b = £1. Plauzibilis felten-
ni, hogy n — o esetén a zérushelyek siirisodnek a [—1, 1] intervallumban. Koénnyen
belathato, hogy ennek ellentmond a b =1 valasztas, kovetkezésképpen b=—1."" Be-
latjuk ezutdn, hogy a masik egyiitthatot illetden a legkedvezObb az a =2 vélasztas.
frjuk a rekurzios képletet az

S, (x) +85,., (x) =ax$S,_; (x)

7 Tegyiik fel, hogy S, »(x)-nek xo-at kozrefogd két gyoke x; <xo <x,. E két érték kozott S, »(x) nem
valt eljelet. Legyen példaul pozitiv. b = 1 esetén S,(x,) is pozitiv lenne, ami azt jelenti, hogy S,(x)-nek
ugyanannyi gyoke van, mint S, »(x)-nek, ami ellentmondas.
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alakba. Nyilvanvalo, hogy a bal oldalon levd polinomok péarossaga azonos, viszont a
jobb oldalon levéé ellentétes. Legyen S, 1(x) paratlan. A zérushelyek stirisodésének
feltételezésébol kovetkezik, hogy x = 1-nél mindharom polinom eldjele azonos. Mivel
mindharom polinom abszolut értéke legfeljebb 1 lehet, az

Sp(1)+ 8,2 (1) = aS, (1)

egyenldség teljesiilése tigy biztosithato a legegyszeriibben minden n-re, ha a = 2. Az
Su(=1)+ 8,2 (=1)=-aS,,(-1)

egyenlOdség csak tigy teljesiilhet, ha a = 2. Belattuk tehat, hogy az
S, (x) = 218,y (x) = S, (x)

rekurzi6 a legcélszeriibb valasztas. Ezt pedig éppen a Csebisev-polinomok elégitik ki.
Nézziik meg ezutdn, hogyan viselkednek az (54.8) alatti polinomok, ha S,(x)
helyébe a

Tn(cosﬁ) =cosnf
polinomokat helyettesitjiik. 0 <x < p esetén (54.8) szdmlalojaban a Csebisev-poli-

nomok argumentuma a [—1, 1] intervallumba esik. Emiatt a szdmlal6 abszolut értéke
nem lehet nagyobb 1-nél. A nevezdben az argumentum 1-nél nagyobb. Ha tehat

cosf = 2 1>1,
Yo,
akkor @ tiszta képzetes: =1y (y> 0), amivel
ny —-ny
T, (3 - 1j _ere (54.9)
Yo 2

A chy=2/p-1 egyenlet megoldasa (y> 0):

2
e =2 14 [3—1j ~1. (54.9b)
P p

Mivel ez 1-nél nagyobb szam, elég nagy n-re

ny
Tn(g—ljze ,
Yol 2

amivel 0 <x < pesetén:

P,(x) <2 —0.

n

Eppen ezt akartuk elérni: az iteracio hib4ja exponencialisan tart 0-hoz.
Nézziik meg ezutan, hogyan torténik az iteracio. Ha (54.5)-ben n = 0-t helyet-
tesitlink, azt kapjuk, hogy

F, =F, .

A tobbi iteracios 1épésre felirjuk a Csebisev-polinomok rekurzios képletét:

T (%) = 25T,y (x) = T2 (%),
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amibdl a kovetkezd rekurzids képlet adodik a P,(x) polinomokra:

2(2’6 - 1) T, (/20 - 1) P (x)-T,, (/20 - 1) P, (x) |

P(x)=—2

Ezt alkalmazzuk (54.5)-ben:

ngpn(gjm =
k) "

2Q _ 2 Qp 7 [2_ Q
B 2[10](1 ]Tnl(p anl(klijo Tn2(p lenZKkljF(O ~

{2 |

2(2(2_ an—l(z_ljFé—l _Tn—Z(z_ljFé—Z
__\pk p p

(2
P
ahol kihasznaltuk, hogy
SN )
F, ,=P,_,| —|F és F, ,=P, ,|—|F, .
-1 n—l[ i, I (2 = Ly , I

Ebbdl a kdvetkezd egyszeri iteracios séma adodik. El6szor az (/—1)-edik iteraltra vo-
natkozdan végrehajtunk egy belso iteracidt, majd az eredményt elosztjuk k; becslésé-
vel, vagyis kiszamitjuk a

(z - 1] F) = (£ - lj F/, (54.11a)
P Pk,

(54.10)

fliggvényt, majd ezt kovetéen alkalmazzuk az (54.10) képletet:
F/=aF'-B,F_,, (54.11b)
ahol

, ) o
ez ,

és P, =—Fr—.
g
P

Az utobbi egyiitthatok meghatarozasdhoz hasznalhatjuk a Csebisev-polinomok rekur-
zi6s képletét, ami jelentdsen leegyszersiti az (54.11) iteracids képletek alkalmazasat.

Nézziik meg szamszeriien, mennyit javit a Csebisev-féle iteracio a konvergen-
cia gyorsasagan. Az eredeti iteracio hibaja p' rendben tart 0-hoz. A Csebisev-iteracid

(54.11c¢)
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esetében p helyére e 7 1ép. Az alabbi tdblazat mutatja, hogy ez minden esetben hatéro-
zott javulast jelent:

I e’
0,999 0,939
0,99 0,818
0,98 0,752
0,97 0,705
0,96 0,667
0,95 0,635
0,94 0,606
0,93 0,582
0,92 0,559
0,91 0,538
0,90 0,519

Felting, hogy nagy dominans aranyok esetében a konvergencia sebessége jelentésen
valtozik p-val.

Befejezésiil megmutatjuk, hogyan lehet p-t becsiilni. Logikus remélni, hogy
ezt becsiilhetjiik a Csebisev-iteralt fluxusok alapjan. (54.6) alapjan felirjuk az alabbi
kiilonbségeket:

k; k;
R, =F/ -F_, = Zci|:Pn(k_j _Pn—1(k_ﬂ\lfi >
i>1 1 1

' ki ki
Romtimie s ZC{P"-I (_k j P [k—ﬂ"” |
i>1 1 1

Képezziik ezek L, norméjat (||\|/l.||2 =1):

=252 (2]] ez (8] -2 ()]
Rl =l () (22) sl () (4]

Az (54.8) szerinti P,(x) polinomok esetében nem allithatjuk, hogy az i = 2 index{i tag-
hoz képest a tobbi gyorsabban tart 0-hoz. Emiatt ezek a normak — sajnos — nem hasz-
nalhatok p becslésére. Egyszerlibb a helyzet az eredeti iteracidban, aminek képlete-

inkben a
P,(x)=x"

polinomok felelnek meg. Ekkor az eldbbi képletek a kovetekz alakot veszik fel:

=) (-5l (-
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2n—4 2n—4
k % k. k?
R, 2 _ 2(_2) (_2_1J 2(_lj [_!_1]'
Reb=lo) G U 29l e

fgy hatarozottan allithatjuk, hogy az i > 2-re vonatkoz6 szumma és az i = 2 tag hanya-
dosa 0-hoz tart. Ennek feltétele, hogy |k2| > |kl~| legyen i > 2 mellett. Ebben az esetben
tehat fennall:

R,

n—0 ||R€_1||2 p '

Eszerint p-t az iterdcionak még abban a szakasziban kell becsiilni, amelyben még
nem kezdddott el a Csebisev-iteracid. Ez egyébként logikus is, hiszen a Csebisev-
iteracido megkezdéséhez mar ismerniink kell p értékét. Kar, hogy a Csebisev-iteraltak
alapjan mar nem lehet p-t javitani.

Befejezésiil megjegyezziik, hogy ez az iteraciés séma minden forrasiteracidra
alkalmazhato, tehat éppugy atvihet6 a diffuzids végesdifferencia-egyenletekre, mint a
P. kozelités egyenleteire.
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6. UTKOZESI VALOSZINUSEGEK MODSZERE

Az iitkozési valosziniisegek modszere a transzportegyenlet integralis alakjan
alapulo kozelitd modszer. Az egyenletet irjuk fel id6tdl fiiggetlen alakban:

D(r, E,Q) = je‘ft(ms) :

—00

q(r', E,Q)ds’, (6.1)
ahol

Z(s" > s)= [ £,(r +s"Q, E) ds”

az r=ry+sQ és r'=r, +s'Q pontok kozotti optikai tavolsag. exp(—Z (s> s))

annak a valoszinlisége, hogy a neutron ezt az utat iitk6z¢és nélkiil megteszi. Az iitkozé-
si valoszinliségek modszerét leginkdbb abban az esetben alkalmazzuk, amikor a neut-
ronforras izotrop, vagyis amikor

17 Fy(r,E) ¢(r,E
0i(r. E.Q)=— [ Zy(r,E' > E)@(r, E') dE" + olr.E) _olr.E) : (6.2)

T 47 47

ahol Fy(r,E) a hasadéasok altal létrehozott forras (amely mindig izotrop), tovabba
A(r,E) a (szogre integralt) fluxus. A ) magfiiggvény magaban foglalja a rugalmas ¢és
rugalmatlan szoérasok jarulékat. Ha (6.1)-et Q-ra integraljuk, akkor egy @(r,E)-ben
zart integralegyenletet kapunk.” A jobb oldal Q szerinti integralja egyszeriisithetd.
Ha ugyanis r-et rogzitjiik, az s’ és Q szerinti integral r’ szerinti térintegralla valik,
hiszen az utdbbi térfogateleme igy irhato:

AV’ =(s—s')ds'dQ = |r - r'|’ ds'dQ,
amivel (6.1) € szerinti integralja:

72t(s'—>s)
@(r,E) = [q(r', E)—— dV". (6.3)
4n|r -r'

Ebben a fejezetben a kovetkezo jelolési konvencidkhoz tartjuk magunkat: ha
egy tavolsagot latin betiivel jeloliink, akkor ez a valosdgos geometriai tavolsadgot fogja
jelenteni; ha viszont a megfeleld gordg betiit hasznaljuk, akkor optikai tdvolsadgot. Ez-
zel a jeloléssel az (6.3) alatti integralban szereplé magfiiggvényt az

* Ez csak izotrop szoras esetében lehetséges. Amikor a szoras anizotrop, ezt altalaban az un. transz-
port korrekcioval vessziik figyelembe, amely abban all, hogy 2; helyébe a 2 -ot irjuk.
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e*P

n(r' - r) = AR’ (6.4)
alakban irhatjuk fel, ahol
R=|r’—r| és p=2t(s’—>s). (6.5)

A (6.4) képlettel definidlt fiiggvényt transzport magfiiggvénynek fogjuk nevezni. Az
alabbiakban eldszor ennek fizikai jelentésével fogunk foglalkozni.

6.1. A transzport magfiiggvény

A (6.4) képlettel definidlt magfiiggvénynek két fizikai jelentést is lehet tulaj-
donitani. El6sz6r megmutatjuk, hogy a magfiiggvény annak a valdsziniisége, hogy az
r’ helyen lev6 egységnyi izotrop pontforras altal termelt neutron {itkdzés nélkiil eljut
az r pontnal levd egységnyi feliiletelemhez. Mivel a forras izotrop, a dQ térszogbe
emittalt neutronok szdma dQ/4n. Tegyiik fel, hogy ezek a neutronok az r pontnal levo
infinitezimalis d4 feliiletelem iranyaba repiilnek. Ha d4 mer6leges az r’' —r vektorra,
akkor a feliiletelem 4ltal kifeszitett térszog dQa = dA/R?, vagyis a d4 felé repiil§ neut-
ronok szama: d4/4nR*. Az ¢* tényez$ annak a valosziniisége, hogy iitkozés nélkiil
eljutnak d4-hoz. Mivel az r' helyrél egyetlen neutront inditottunk el, a keresett valo-
szinliség — egységnyi d4-ra vonatkoztatva — (v0. (6.4)):

e—P

4nR?

=n(r'>r).

A magfliggvény masik fizikai jelentése: megadja az el6bbi pontforras altal az
r pontban létrehozott titkozés nélkiili fluxust. E16bbi gondolatmenetiink alapjan annak
a valoszinlisége, hogy a forras altal termelt neutronok iitk6zés nélkiil elérik a d4 felii-
letelemet: n(r' - r) dA . Lattuk, hogy dd4 kifeszit egy dQx=dA/R* térszoget. Az

(r+dr) pontnal elhelyeziink egy dA’ feliiletelemet, amely ugyanezt a térszoget fesziti
ki, vagyis:

a4 _dd
(RerR)2 R*

gy azoknak a neutronoknak a szdma, amelyek a dV'=dAdR térfogatelemben iitkoz-
nek, a kovetkezdképpen fejezhetd ki az elébbi két valdszinliség kiilonbségével:

e P i o (Prdn) dA'—( o P _e—(p+dp)JdA
4nR* " 4x(R+dR)’ ’

2. Dr)dV =
! (r) 4nR? 4nR?

amibd6l

__t (.4 p]
@(r)‘mtw( Lol

Mivel (6.5) alapjan:

dp_dp _
dR ds v
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elébbi egyenletiink azt jelenti, hogy a keresett fluxus:
(r)

e—P

- 4nR?

=n(r' >r). (61.1)

vonalforras
6.1.1. abra. Vonalforras altal 1étrehozott fluxus szamitasa

A most igazolt tétel alapjan — legalabbis elvileg — tetszéleges geometriai el-
rendezésre vonatkozoéan meg tudjuk mondani, hogy az egyik helyen kialakul6 neut-
ronforras egy masik helyen milyen iitkzés nélkiili neutronfluxust hoz 1étre. E kijelen-
tés fontos példajaként meghatarozzuk egy egységnyi vonalforras altal a vonaltdl ¢ ta-
volsagra levé P pontban 1étrehozott fluxust (6.1.1. abra). A (61.1) képlet megadja a
fluxust egy egységnyi pontforrasra vonatkozoan. Ha ilyennek tekintjiik az 4bran beje-
161t dz vonaldarabot, akkor az alabbi integral fogja megadni a keresett fluxust:

— o0 —
e P e 7/cos O

Dy =| ——dz=|—5+5—dz
’ '[04TER2 ‘([27tt2/cos249
Mivel

_ RdO w6

d-Z - D)
cosd cos’O

ez a kovetkez0 alakra hozhato:

© —z/cos@ ;
oy =[S ——do-= Kiy(z) (61.2)
0

2t 27t

A Ki,(x) Bickley-fiiggvényeket a 3. fiiggelékben ismertet;jiik.

Befejezésiil annak n(7) valoszinliségét hatarozzuk meg, hogy a vonalforras
altal termelt neutronok iitkdzés nélkiil megtesznek ¢ vizszintes tavolsagot. (61.2) sze-
rint @ =Ki,(r')/2nt’" megadja a nem {itk6zott neutronok fluxusat a ¢ tavolsagban.

Ugyanakkor 2n2¢'d¢' annak a valoészintisége, hogy a (¢, #'+dt') tavolsagok kozott vi-
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szont {itkdzés kovetkezik be. Ha ezeket 0sszegezziik ¢ > t-re, akkor megkapjuk annak
a valoszinliségét, hogy az elsd litk6zés ¢ (vizszintes) tavolsag megtétele utan kovetke-
zik be, vagyis éppen a keresett valdszinliséget:

n(z‘)zTKil(z")Zdt’ =TKi1(r’)dr’=Ki2(r), (61.3)

t

ahol figyelembe vettiik az (F3.3c) 0sszefliggést.

Nem véletlen, hogy ez a mddszer konzekvensen iitkozés nélkiili fluxussal dol-
gozik. Ha ugyanis nem torténik iitkdzés, nem valtozik meg a neutron energiaja. Ez
teszi lehetdvé a neutronspektrum és a térbeli eloszlas szamitasdnak a szétcsatolasat: a
keresett A(r,E) fluxusra egy kozelitd értéket felvéve eldszor (6.2) szerint kiszdmitjuk
a ¢g(r,E) neutronforrast, majd ezt allandonak tartva (6.1) szerint ujraszamoljuk a flu-
xust, amelyet felhasznalva javitjuk a neutronforrast, és igy tovabb, amig az \jrasza-
molt mennyiségek konvergalnak. Ez a forrasiteracios séma lehetové teszi, hogy a tér-
beli eloszlds Gjraszamolasa az egycsoport transzportelmélet segitségével torténjen —
természetesen minden £ energidra kiilon-kiilon.

6.2. Utkoézési valésziniiségek

A tovabbiakban levezetjiik az adott neutronforras mellett a fluxus szdmitasara
szolgalo osszefliggéseket. Mivel ez az egycsoport elmélet szerint torténik, az E ener-
giat a képletekbdl elhagyjuk. Osszuk fel a teret V; tartomanyokra®, amelyek belsejé-
ben a hataskeresztmetszetek allandok. Vezessiik be az atlagos fluxust és neutronfor-
rast:

o= & g =

(6.3)-ban az r’ szerinti térintegralt bontsuk fel az ezekre a tartomanyokra val6 integra-
lok 6sszegére. Ennek érdekében definialjuk a transzport matrixot:

IdVi j dVV/ n(ri >, )q(ri)
S /R .

/ q;
Ha a V; tartomanyok kicsik, realis feltenni, hogy mind a forras, mind a fluxus egy-egy
tartomanyon beliil alland6. Ezzel a transzport matrix egyszeriibb alakra hozhat6:

T :%IdVi [ar;n(r; > ;). (62.1)

AN

T} fizikai jelentése a kovetkezd: a V; tartomanyban egységnyi neutronforras-siirliség
hatdsara a V; tartomanyban (iitk6zés nélkiil) kialakul6 4tlagos fluxus.”® Az egycsoport
transzportelméletbdl ismert az Un. reciprocitasi tétel:

¥V, jelentése kettOs: egyrészt jelenti magat a tartomanyt (V;), masrészt ennek térfogatat (V;). A kettd
kozott a szedés mddja tesz kiillonbséget: allo betil a térrészt, dilt betii a térrész térfogatat jeldli.

%0 Jollehet fizikai jelentésiik hasonlé, a transzport magfiiggvény és a transzport matrix kozott kiilonbsé-
gek vannak. Példaul mas a dimenziojuk: az elébbi dimenzidja — (51.1) szerint — cm 2, viszont az utob-
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e, 1) =nfr, > r,).
Ebbdl kovetkezik, hogy
Vil =V Ty,

amivel a kiszamitandé matrixelemek szama lényegesen csokken.
Végiil integraljuk a (6.3) egyenletet V;-re, majd ennek eredményét osszuk el
Vi-vel:

D; = ZT,.jq,. : (62.2)

Ennek az egyenletnek az alapjan lehet a fluxus vj iteraltjat kiszamitani. A mddszer
nevében szerepld litkdzési valoszinliségek egyszerli kapcsolatban allnak a transzport
magfliggvénnyel. Ha a fenti gondolatmenetben nem az n(r; — r;) iitkdzés nélkiili flu-
xusbol, hanem a

p(rl. - rj) = Zt(rj)n(ri - rj)
(elso) iitkozési siiriiségbdl indulunk ki, a

p; =22\, = p, (62.3)

itji
(elso) iitkozési valosziniiségekre jutunk, amelyek segitségével (62.2) helyett a
t
/0, = S p Zt (62.4)
egyenletre jutunk. Megemlitjiik, hogy a (62.4) egyenletet ugy is megkaphatjuk, hogy

(62.2)-t V2 -vel beszorozzuk, majd alkalmazzuk (62.3)-at. Az egész modszer az eb-

ben egyenletben szerepld p; mennyiségekrdl kapta a nevét. Hasznalatuk azért célsze-
ri, mert szimmetrikusak (vo. (62.3)). “Utkozési valdszinliségként” azonban jobban
értelmezhetdk az

p,,

S

i =—=V,2T, (62.5)
mennyiségek: megadjdk annak a valoszinliségét, hogy az i-edik tartomanyban egy-
ségnyi (homogén) neutronforrds-siiriséggel keletkezd neutronok els6 iitkdzése a j-
edik tartomanyban tortenik.

Erdemes az eddlglekben bevezetett mennyiségek dimenzidjat megvizsgalni. ny;
mennyiségek dimenzidja: cm’, ami megfelel annak, hogy a forrasstirliséggel szorozva
dimenzié nélkiili szamot kell kapnunk beldliikk. A p; mennyiségek dimenzidja ezzel

szemben cm’, amit a nehezen értelmezhetd ql./ X" mennyiséggel szorozva kapunk

elso iitkdzési valdszinliséget, mégis ez utdbbiakat nevezi az irodalom “iitkdzési valod-
szinliségeknek™”. A késObbi fejezetekben altalaban az n; mennyiségeket fogjuk tudni

kozvetleniil kiszamitani. (62.5)-bdl lathato, hogy ezeket V; 2 3 -vel osztva kapjuk Tj-t,

vagyis az egységnyi forrasiiriségre vonatkoztatott fluxust.

bié [fluxus/forrassiiriiség] = cm™/cm™ =cm. A kiilonbség oka: a magfiiggvény esetében egységnyi
pontforrasra vonatkoztatott fluxusrdl van szd, viszont a matrix esetében a fluxust egységnyi forrdssii-
riiségre vonatkoztatjuk.
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6.3. Utkézési valésziniiségek szamitisa hengergeometriaban

Az litkozési valdszinliségek modszerének a kulcsa a transzport matrix szami-
tasa, ugyanis ez szolgal a vizsgalt rendszer geometridjanak és anyagi Osszetételének a
leirasara. A modszert legeldszor hengeres geometridra vonatkozoan dolgoztak ki,
amelyben a V; tartomanyok végtelen hosszu hengeres gytriik, ugyanis ez a geometria
felel meg a reaktorok elemi celldjanak és fiitdelemkotegének. A szadmitastechnikai
lehetéségek fejlodése magaval hozta, hogy a modszert 1ényegesen bonyolultabb geo-
metriakra vonatkozoan is alkalmazni lehessen. Egyes szakemberek ezt tekintik a jovo
utjanak, ugyanis — a Monte Carlo mddszereket leszamitva — nem ismert mas modszer,
amellyel a legbonyolultabb geometridkat is ilyen egyszeriien lehetne figyelembe ven-
ni. Nem szabad azonban elfelejteni, hogy az iitkdzési valdszinliségek modszerében
lényeges megszoritas a szoras izotropiaja, ami nem mindig felel meg a tényleges hely-
zetnek.

y(¢) z- j“r t. \'_ - “.‘_ ymax((o) t

-
-
§ -

ymin(¢)

6.3.1. abra. Utkdzési valdszinliségek szamitasa hengergeometriaban

6.3.1. Altalénos hengergeometria

Ebben a fejezetben az litkozési valoszinliségeknek hengergeometriaban valo
kiszamitasat ismertetjiik. A hengergeometriat altalanosabban fogjuk fel, mint ezt a
tobbi fejezetben tettiik: feltessziik, hogy a vizsgalt rendszer olyan részekbdl all, ame-
lyek a z iranyban homogének és végtelenek, de az x—y sikban tetszéleges alakzatok
fordulhatnak eld. Ilyenre mutat példat a 6.3.1. abra, amelyen a V, tartomany ellipszis
alapt henger, a V; tartomany pedig korhenger. Mivel a hengerek végtelen hossztak,
térfogatuk is végtelen. Az alabbi képletekben mégis hasznaljuk a “térfogat™ kifejezést,
amelyen az egységnyi magassagu henger térfogatat értjiik. Ez pedig szdmszertiileg
megegyezik a henger alapteriiletével. Ezért megallapodunk a kovetkezében: amikor
egy henger “térfogatarol” beszEliink, ezen az alapteriiletet értjilk. A V; tartomany V;
térfogata igy teriilet dimenzidju.

A két tartomany kozotti iitkozési valdszinliség szamitdsdhoz integralnunk kell
az eldbbi tartomanyra. A rajz sikjaban a forrasneutronok iranyat a ¢ szog adja meg.
Mivel a forras izotrop, a ¢ fiiggvényében kapott alabbi eredményeket majd ¢-re atla-
golnunk kell. Rogzitett ¢ €s y mellett eldszor ¢ szerint, végiil az y valtozo szerint in-
tegralunk. A fenti megallapoddsnak megfelelden #-vel jeldljik a geometriai tavolsa-
gokat ¢és 7-val ezek optikai megfeleldjét. Tekintve, hogy az egyes tartomanyok végte-
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len hossztak, annak a valdszinlisége, hogy az dbrédn a ¢ tavolsaggal jellemzett pontbdl
indulo neutron elsd litkdzése a V; tartoméanyban torténik (vo. (61.3)):

n(ty,¢)=Ki2(2§(ti—t) ) Klz(Et( )+r +r)

Mivel a forrassiiriség egyenletes, dtdy/V; annak a valoszinlisége, hogy a neutron a
dtdy feliiletelemben keletkezik. Mivel a forras izotrop, dg/2m annak a valosziniisége,
hogy a keletkezd neutron a (@, p+de) intervallumba esé ¢ altal meghatarozott irany-
ban repiil. A (62.5)-ben definidlt mennyiség egységnyi forrdssiirliségre vonatkozik.
Mivel most a forrasstirtiség 1/V;, a keresett mennyiséget a kovetkezd integral adja:

Ymax ti

WH(

Ymin 0

V, go)dtdy .

Az itt szerepld ymin €S Ymax mennyiségek értelmét leolvashatjuk a 6.3.1. dbrarol. Nyil-
vanvalo, hogy fliggnek ¢-tél. A ¢-re vald atlagolasban azokra a ¢-kre kell integralni,
amelyekre taldlunk olyan y-t, hogy a neutronpéalya metssze a V; tartomanyt. El8szor a
t szerinti integralt szamitjuk ki. A Bickley-fliiggvények integraljara vonatkozoé (F3.3c)
képlet szerint:

]in(ty,go)dt _ Ki3(r,-j)—Ki3(r,-j + r,-)—Ki;(trij + rj)+Ki3(rl.j +T,+ Tj) |
° i

Végeredményben tehat az iitk6zési valosziniiség:

Ymax fi

ny = jd(pj j p)dedy = (63.1)
Yinin 0
Vimax
2 Zt Id(p I(KI ( ) Ki (TU.+rl.)—Ki3(rl.j+rj)+Ki3(7ij+Tl.+rj))dy.
Yimin

A (62.3) képlettel definialt mennyiségeket a
t
py=2n; = (63.2)
ymax

Idfﬁ J(Kis() =Kis(ey +7:) =Kis(zy 7, )+ Kis(ry 47,47 ))dy

Ymin

képlettel kapjuk meg. Vizsgaljuk meg ismét a dimenzidkat. A (63.1) szerinti valoszi-
niiség dimenzidja cm?®, ami megfelel annak, hogy a forrassiiriiséget most nem cm’-re,
hanem feliiletegységre vonatkoztatjuk. Ebben az esetben a (63.2) alatti p; dimenzidja
cm.

Az i =] eset specialis megkozelitést igényel. Ebben az esetben

n(ty,(o)Z I—Kiz()?;(ti _t))’

annak a valdsziniisége, hogy a forrasneutron nem lép ki iitkozés nélkiil az i-edik tar-
tomanybol (vo. (61.3)). Ennek ¢ szerinti integralja (F3.3c) szerint:

’I Ki;(0) - Ki,(7;)
I’l .
0 %

V, @ dt—t—J.K12( (ti—t))dtzti_
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Konnyt belatni, hogy #-nek y szerinti integralja minden @-re az i-edik tartomany V;
térfogatat adja meg. Ezzel:

25 Ve Ki3(0)—Ki3(Ti)
nii:g-([dgoj'[ti_ dy:

i

Ymin

1 °F . " Kiy(0)-Kis(z,)

:Vi_%od J - dy .
Tehat:
1 2n Vmax
pi =iy =V, T -~ _([d(py_['(Ki3(O)—Ki3(ri))dy. (63.3)

Y Zan\A"
f\ — ||

6.3.2. abra. Utkdzési valdszintiségek gyliriis hengergeometridban

rr sy

6.3.2. Gyiiriis hengergeometria

Gylriis hengergeometriaban a V; tartomanyok a 6.3.2. dbrdn lathaté henger-
gylriik. A V; tartomany kiilsé sugara R;. Az éltalanos esetben sziikséges ¢ szerinti at-
lagolas most elmarad, mert az abran lathato alakzat az elforgatasokkal szemben
szimmetrikus. Igy csak az y szerinti integralas marad meg, amelyet a Gauss—Jacobi-
kvadrataraval kozelitjiik. y diszkrét értékeit ugy valasztjuk meg, hogy mindegyik tar-
tomanyba két érték essen. Az ezeknek megfeleld neutronpalyédkat jeloltiik az abran
szaggatott vonallal. Mindegyik neutronpélyan 6sszegytjtjiik az egyes tartomanyokhoz
adodo jarulékokat. Mire tehat ezeken végigmegyiink, megkapjuk az 0sszes iitkozési
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valosziniiségeket. Legyen példaul a tekintett vonal a k-adik tartomdnyban. Az 4brarol
leolvashato, hogy ekkor minden olyan p;-hez kapunk jarulékot, amelyre: j > i > k.

Az dbréan vastagon kihuzott vonal az i-edik tartomdnyon beliil halad, tehat ez a
neutronpalya ad jarulékot az abra szerinti p;-hez. Az aldbbiakban ezt fogjuk kiszami-

tani. A 1 ¢s t;} optikai tdvolsdgoknak nyilvan a

_ . 2 2 2 2
t; =\/R]2. —y2 —\/Rl.2 —y2 , illetve t;- =\/Rj -y +\/Ri -y

geometriai tavolsagok felelnek meg. A kiszemelt neutronpalya mentén két iranyban
lehet haladni. Szimmetriaokokbol a jobbra €s balra mutato irdnyokbdl szarmazo jaru-
1ékok egymassal egyenldk, igy elég csak a balra mutatdt kiszamitani, majd a vég-
eredményt 2-vel megszorozni. A V; tartomany bal oldali szeletébdl (63.1)
integrandusa szerint szamithato jarulék:

Kiy (770 )~ Kis( 70, )~ Kis (75 )+ Kis (71, ),
a V; tartomany jobb oldali szeletébdl szarmaz6 jarulék pedig:
Ki3(r;r_1’j_1 ) - Ki3(rzj_1 ) - Ki3(r;r_1,j) + Ki3(r;;) .

Ha bevezetjlik az

R;

Sy = J(Kia(75) - Kis (77 ))av (63.4)
0

jelolést, akkor a

py =0V, 2 +2(S S =S +Sy) (63.4b)

i-1,j-1 7 Pi-1,j

végeredményt kapjuk.

A o szorzot azért vezettiik be, hogy képletiink az i = esetben is érvényes le-
hessen. Be kell azonban latnunk, hogy ez tényleg igy is van. Ismét elég a balra haladé
neutronpalyékat tekinteni, majd az eredményt 2-vel megszorozni. Az i-edik tartomany
bal oldali szeletének 6nmagahoz adott jaruléka:

ZEVR? _y2 _ZEVRI'Z—I _y2 _(Ki3(0)_Ki3(Ti_,i—1)) =

+ +
_ 2; t[i _ti—l,i—l
2

+ Kiz(TZi—l) - Ki3(r;—l,i—l) )
hiszen nyilvan 7, ,, | = 7; =0. Ehhez hozza kell még venniink az i-edik tartomany

jobb oldali szeletének 6nmagahoz adott jarulékat, amely ugyanennyi, de a kés6bbiek
kedvéért a kdvetkezd alakban irjuk fel:
th et
t “ii i—1,i-1

S Ki3(z'l.__1,i) - Ki3(r;,.),

hiszen nyilvan z;_,; = r;, ;. A két jarulék egyiitt:

N

Zf(l; —t ) + Ki3(f;,i71 ) - Ki3(7;1,i71 ) + Ki3(riil,i) - Ki3(7;i) :
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Amikor az elsé tag kétszeresét a (0, R;) intervallumban integraljuk, V, X' -t kapunk.

Emiatt jelenik meg (63.4b)-ben a ¢ szorzot tartalmazo6 tag. Hatravan még az i-edik
tartomdny jobb oldali szeletének a bal oldali szelethez adott jaruléka. A fentiek minta-
jara belathatjuk, hogy ez a kovetkezdvel egyenld:

Ki, (r;’_l,i_l ) - Ki; (rzi_l ) - Ki, (r;r_l’l-) + Ki; (z';) .

Ezt az el6z6vel kombinalva (63.4b)-ben szerepld végeredményt kapjuk.

A (63.4a) alatti integral numerikus kiszamitasa torténhet kozvetlen Gauss-
kvadratraval (v6. F2.1. fejezet). Carlvik azonban észrevette, hogy a négyzetgyokok
miatt numerikus problémak Iépnek fel: a Ki; fliggvény harmadik derivaltja divergens
az y — R hataresetben divergens, ami pontatlanna teszi a kozvetlen numerikus integ-
ralast. Emiatt az integraland6 fiiggvény argumentumaban szerepld négyzetgyokot he-
lyettesitéssel a kovetkezo alakra hozta:

JR?—y* =Rev2—x*, ahol R-y=Rx2, dy = —2Rxdx .

Ezzel a helyettesitéssel a legkiilso gyliriikre vonatkozo integral
b
_[ xf (x)dx

alakba megy at, amelyet az F2.3. fejezetben targyalt Gauss—Jacobi-kvadratiraval le-
het nagy pontossaggal kiszamitani. Ezen az alapon Carlvik egy kitlind és kiterjedten
hasznalt szubrutint alkotott.”!

6.3.3. A THERMOS program

A 6.3. és 6.4. fejezetekben altalaban targyaljuk, hogyan kell az iitkzési valo-
szinliségeket felhasznalni — tobbek kozott — az elemi cella szamitdsara. A rendkiviil
sikeres €s emiatt széles korben hasznalt THERMOS program a hengeres elemi cella-
ban kialakuld neutronspektrum kiszamitésara szolgal, de mas elven miikddik, mint az
altalanos modszer. A kiilonbség abban van, hogy a transzport magfiiggvény kiszami-
tasaban eleve figyelembe veszi, hogy a kornyezet fehér: a cellat elhagyd neutronok a
cella hatararol véletlen irdnyban visszaszorodnak. Emiatt az iitkozési valoszintiségek
szamitasa is egyszerlisodik. Tekintsiik a 6.3.3. dbrat. Az elemi cellat felosztjuk gyii-
riikre, és Ugy tekintjlik, mintha a neutronforras a gytiriik kozépvonalaban jelenne meg.
Az n; matrixelemeket nem a 6.3.2. alfejezetben irtak szerint szamitjuk ki, hanem az
abréan bejelolt £ szogre vonatkozé atlagolassal. Minden gytiri kézépvonalabol elindi-
tunk egy £ sz0g alatt hajlé neutronpalyat, amelyet a cella hataran, az A pontban visz-
szatiikroziink. Amikor a tiikr6zott palya a B pontban ismét eléri a cella hatarat, ajbol
tiikrozziik. Geometriai megfontolasokkal belathato, hogy az ismét tiikrozott palya ek-
vivalens azzal, hogy a neutront a B—A pdlyan inditjuk vissza. A THERMOS prog-
ramban még ennél is egyszeriibb a szdmitasi modszer: a teljes A—B palya helyett
elég annak felét tekinteni. fgy az A pontban valé tilkrozés utan a neutronpalya addig
halad végig az A—K, K—A, A—K, K—A stb. szakaszokon, amig a transzport mag-
fliggvény elhanyagolhatova nem valik. (K az AB szakasz felezopontja.)

ST, Carlvik, Collision Probabilities for Finite Cylinders, Nucl. Sci. Eng., 30, 150-151 (1967a).
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6.3.3. abra. Utkdzési valdsziniiségek szamitdsa a THERMOS programban

Ahogy a neutronpalyan haladunk eldre, a pélya és a gyliriik metszéspontjaiban
kiszamitjuk a rajz sikjaban vett optikai tavolsagokat: 71, », 7, 7, ... Legyen j; annak a
gylriinek a sorszama, amelynek a kiils6 hatardhoz tartozik a 7; optikai tavolsag. Ter-
mészetesen ezek a mennyiségek fiiggnek a £ szO0gtdl. Ha a neutronpalya az i-edik
gylribol indul, a neutronforras-siirtiség 1/V;, igy akkor az iitk6zési valdsziniiséget a
kovetkezd képlet adja:

ny =V;j > (Kiy (7)) = Kiy(z4 ) dB, (63.5)

0 k:j=ji

ahol a k-ra valo 0sszegzést addig kell folytatni, amig az integrandushoz val6 hozzéja-
rulas elhanyagolhatova nem valik. (62.5) szerint ebbdl egyszeriien kapjuk a transzport
matrixot:
Vi ¢ : .
T = —[ Y (Kiy(r41) - Kiy(r4)) dB, (63.6)

w20 k=

amivel (62.2) alapjan irhatjuk fel a neutronfluxust meghatarozé egyenletet.

Tudjuk, hogy a Wigner-Seitz cella hatardn nem #ikrozni kell a neutronpalyat,
hanem a neutront véletlen iranyban vissza kell szorni. A THERMOS program a ko-
vetkezd fogassal keriili meg ezt a problémat: fenntartja a szamolassal egyszeriien ko-
vethetd tiikrozést, de a tényleges cellat koriilveszi egy abszorpciomentes réteggel,
amelynek optikai vastagsaga 2,5. Ha egy neutron a cellabol kilépve ezen sugarirany-
ban athalad, majd a réteg kiils6 feliiletén visszaszorodik, a cella hatdrahoz visszaérve
megtett optikai uthossza 5. A transzport magfiiggvény e = 0,00674-szeresére csok-



216

ken ekdzben, vagyis gyakorlatilag elhanyagolhatova valik. Miutan a neutron e segéd-
réteg kiilsé hatararol visszatér, elhanyagolhatova valik, milyen médon ver6dott visz-
sza. Erre vald tekintettel ez a tisztan szoro segédréteg elfogadhatd pontossaggal szi-
mulélja a fehér hatarfeltételt. Természetesen a segédrétegen beliil is elegendd szamu
gytrit kell felvenni.

A cella fekete kornyezetét hasonl6 modon szimulalja a program: a cellat ko-
rilveszi egy 2,5 optikai vastagsagli segédréteggel, amelynek a szorasi hataskereszt-
metszete zérus. Annak a valoszinlisége, hogy egy ebbe belépd és a kiilsd feliiletérdl
visszaszorodo neutron a cellaba visszatérjen, a fentiek szerint kisebb, mint 0,00674,
vagyis elhanyagolhato.

6.3.4. A neutronforras szamitasa

Az egyes tartomanyokban keletkezé neutronok szamat a (6.2) képletben sze-
repld ¢(r,E) fiiggvény adja meg. Mivel mindig tobbcsoport kozelitésben szamolunk,
az E valtozo helyett bevezetjiilk a g csoportindexet. Az i-edik tartomany kiszemelt
pontjara bevezetjiik a kdvetkezd jelolést:

Q(ri’Eg)ZQgi'
Ezt a mennyiséget a neutronfluxussal a

G5 = TgrgiPai + 2 TegiPei = 21 Py + Oy (63.7)
g'#g

keplet kapcsolja 6ssze, ahol Q,; egyesiti magaban a tébbi csoportban vald szorodasok

jarulékat. Itt megjelent a

2 ls =2 Zr—>g,i
szoOrasi hataskeresztmetszet, amely azoknak a szérédasoknak felel meg, amelyek nem
visznek ki a tekintett energiacsoportbdl. Folytonos energiavaltozé esetében ez hiany-
zik, hiszen az E energia minden szorodés esetében megvaltozik.

Végeredményben tehat a kovetkezd egyenletekre jutunk. A (62.2) egyenletnek
megfelel a

Dy = ZTgiqui (63.8)

egyenlet, amelyben feltiintettiik, hogy a transzportmatrix 7j elemei fliggnek g-t6l. Ha
a q, forrds ismert, ebbdl megkapjuk a g-edik csoporthoz tartozé fluxusnak az egyes
tartomanyokban felvett atlagértékét. Ebbol (63.7) szerint ki tudjuk szdmolni mind-
egyik tartomanyra vonatkozdan a forrast. Ezen a modon egy iteraciot definidlhatunk,
amely altaldban meglehetdsen gyorsan konvergél. Az iitk6zési valoszinliségek mod-
szere ennek csak az egyik 1épésére vonatkozik: adott forrds mellett megkapjuk a flu-
xust (63.8) szerint. Az aldbbiakban ezért a forrast mindig adottnak képzeljiik el.

E fejezet hatralevd részében a kovetkezd kifejezéseket fogjuk hasznalni. A
neutron eltiinik, ha abszorbealddik vagy szorodas révén mas energiacsoportba keriil.
Ennek felel meg a 2= X+ hataskeresztmetszet. A neutron eltériil, ha gy szorodik,
hogy energidja nem keriil ki az energiacsoportb6l. Ezt jellemzi az imént definidlt

(=2

2og, ,-) hataskeresztmetszet. E két hatdskeresztmetszet 0sszege 2.
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6.4. Az (itk6zési valosziniiségek alkalmazasa

Az litk6zési valoszinliségek legkdzonségesebb alkalmazasa az elemi cella
szamitdsa. A négy- vagy hatszogletes geometridji celldkat altaldban azonos teriiletli
hengeres cellaval helyettesitjiik. Ez a Wigner-Seitz cella, amelynek a szerkezete meg-
felel a 6.3.2. részben targyalt gylriis hengerszimmetridnak. Leirasdban tehat hasznal-
hatok az ott kiszamitott {itk6zési valdszinliségek.

Tekintsiink egy N tartomanybol allo cellat, és tegylik fel, hogy a ¢; forrés
mindegyikben egyenletes. A cella S feliiletén belép egy koszinusz-eloszlast J™ kiilsd
neutrondram, tovabba a cella hataran kiviil talalhat6 kézeg albédoja a. Keressiik az
egyes tartomanyokhoz tartoz6é @(a) fluxusokat, valamint a cella hataran ki- és belépd
neutronaramokat (J, illetve J).

A fenti koriilmények kozott kialakulé fluxust két részre bontjuk: Y;(a) a ki-

viilrdl belépd aramnak, X lk (a) pedig annak a @y neutronforrasnak az i-edik tarto-

manyban megfeleld fluxus, amely minden tartomanyban eltlinik, kivéve a k-adikat,
ahol 1-gyel egyenld. Természetesen mindkét mennyiség esetében figyelembe kell
venni a cella hataran fellépd tobbszoros kilépést €s visszaszorddast. A teljes fluxust a

N
@,(a)=Y. 0, X[ (a)+JY,(a) (64.1)
k=1

alakban kereshetjiik.

Elészor az a = 0-val jellemzett “fekete” kornyezethez tartozd mennyiségekre
irunk fel egyenletet. Késébb megmutatjuk, hogyan lehet ezekbdl az a # 0-ra vonatko-
z6 mennyiségeket kiszamitani. A 6.3.3. alfejezetben ismertetett THERMOS program
ugy szamolja a transzportmatrixot, hogy eleve figyelembe veszi a fehér hatarfeliiletet,
vagyis az a = 1 albédot, tovabba nem tételez fel kiilsd dramot, vagyis J*' = 0. Ezzel
nincs mit tenniink, hiszen a program erre a specialis esetre vonatkozoan a kész meg-
oldast szolgaltatja. Az alabbiak ezért nem a THERMOS-szal kaphat6 fluxusra vonat-
koznak, hanem a 6.3.2. alfejezetben kiszdmolt {itkdzési valdsziniiségek hasznélatat
mutatjdk be. Emlékeztetiink rd, hogy az iitk6zési valoszinliségek fiiggetlenek a cella
kornyezetének az albédgjatol.

6.4.1. Cella fekete kérnyezetben

A neutronforrdsokhoz tartozo fluxusokat ugy szdmithatjuk ki, hogy k=1, 2,
..., N-re megoldjuk a (62.4) egyenletrendszert, amelyet most a

ViZitXi(O): znjiqij (64.2)
J

alakban irunk fel. Az ebben szerepld g; neutronforras (63.7) szerint két részbdl tevo-
dik Ossze: a régidban torténd, a g energiacsoportbol nem kivezetd neutronszorasok
(tehat az eltériilések), valamint a tobbi csoportban torténd szérasok jaruléka a g cso-
portban. Ha ezt beirjuk a (64.2) egyenletbe, a

V.2 x,0)= Y n,(=5x,(0)+0,) (64.3)
J
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egyenletet kapjuk. A g indexet az egyszerliség kedvéért elhagytuk. A felirand6 egyen-
letrendszerben X l.k (O) jatssza X;(0) szerepét, tovabba Q; helyébe pedig d-t helyettesi-
tiink:

N
ZVxH0)-Dn,23x50)=n,, (k=1,2,..,N). (64.4)

J=1

Ez minden k-ra egy NxN-es egyenletrendszer, amelyet £ mindegyik értékére kiilon-
kiilon meg kell oldani. Konnyebbség azonban, hogy a (64.4) egyenletrendszerek
egyiitthatomatrixa minden k-ra azonos. Erdemes tehat ennek inverzét eldre kiszamita-
ni.

A (64.4) egyenlet fizikai jelentése a kovetkezd. A jobb oldalon szerepld ny
definici6 szerint annak a valdszinlisége, hogy a k-adik tartomanyban keletkezé neut-
ron az i-edik tartomanyban iitkozik eldszor. A bal oldal elsé tagja az i-edik tarto-
manyban torténd litkozések teljes szamat adja. Ebbdl Ggy kapjuk meg az eldszor iit-
kozott neutronok szamat, ha levonjuk a legalabb egyszer eltériilt neutronokét.

A fluxus masik Osszetevdjének a meghatarozasara szolgald egyenletrendszert
analog megfontolassal kaphatjuk meg. A bal oldalt formalisan ugyanabban az alakban
irjuk fel:

[ A

N
VY (0)-> n,2%;(0)=y,. (64.5)
Jj=1

crer

a cella kiilso hataran izotrop szogeloszlassal belép egy neutron, és y annak a valoszi-
nlsége, hogy elso litkozése az i-edik tartomanyban torténik. A kdvetkezd alfejezetben
foglalkozunk e mennyiség kiszamitasaval.

(64.4) és (64.5) egyiittesen (N + 1) egyenletrendszert szolgaltat. Megoldasuk
segitségével a (64.1) képlet alapjan szamithatjuk ki a fekete kdrnyezetben talalhato
cellaban kialakul6 fluxust:

@,(0)= iQkX,.k (0)+J°7,(0). (64.6)
k=1

Ahhoz, hogy ebbdl megkapjuk az a # 0 albéddji kornyezethez tartozé fluxust, be kell
vezetniink a feketeség ¢és a kiszokési valdszinliség fogalmat.

6.4.2. Feketeség és kiszokési valosziniiség

Az 1itkozési valdszinliségek ismeretében meghatarozhatunk két fontos meny-
nyiséget: egy tartomany feketeségét €s a kiszokési valosziniiséget, amelyek definicidja
a kovetkezd:

o Feketeség: feltéve, hogy a tartomany feliiletén izotrop szogeloszlassal belép egy
neutron, ¥y megadja annak a valoszinliségét, hogy elsd litkdzése a tartomanyban
torténik; /" ugyanezt a valdszinliséget adja meg, ha tobbszori eltériilést is megen-
gediink, vagyis / annak a valoszinlisége, hogy a neutron a tartomanyban eltlinik a
tekintett energiacsoportbol.

o KiszOkési valdsziniiség: p annak a valdszinlisége, hogy a tartomanyban egyenletes
eloszlassal keletkezd neutron iitkézés nélkiil kiszokik a tartomanybol; P annak a
valosziniisége, hogy a neutron kiszokik a tartomanybol. Az utobbi esetében tehat
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megenged;jlik, hogy a kiszokés eldtt a neutron a tartomanyon beliil néhanyszor elté-

riljon.
repld izotrop szdgeloszlas azt jelenti, hogy a beesd neutron iranyeloszlasa aranyos a
feliilet normalisaval bezart szog koszinuszaval. Ezt ugy tudjuk elérni, hogy a tekintett
V tartomanyon kiviil egy végtelen (szintén homogén) kozeget képzeliink el, amelyben
a hatéaskeresztmetszetek ugyanazok, mint a tartomanyban, tovabba a neutronforras
térfogati siirlisége ugyanugy 1/V, mint a tartomanyon beliil. Ez azt jelenti, hogy a flu-
xus minden pontban @= 1/(2V), ahol 2= X+ 3;. Mivel — definicié szerint — a tarto-
manyban keletkezd neutronok koziil P szamu szokik ki, ugyanennyi neutronnak kell a
tartomany feliiletén kiviilrdl belépnie, €s ott eltlinnie. A belépd dram @/4, tehat

D ST . 4V -

P=—SI'=——,  vagyis '=—23P=103P, (64.7)
4 43V S

ahol § a tartomany feliilete és ! az atlagos hurhossz a tartomanyon beliil. Ha ugyanezt

a gondolatmenetet az elso litk6zési mennyiségekre is megismételjiik, az analog

yzég/fpzﬁltp (64.8)
Osszefiiggést kapjuk.

Kapott képleteink bonyolultabb helyzetekben is érvényesek, vagyis fel lehet
tételezni, hogy a belépd neutronok szégeloszlasa ugyanaz, mint az el6z6 esetben. Ez a
feltevés meglepden jol teljesiil a gyakorlatban. A vizsgélt tartomanyt fent koaxialis
gytriikre osztottuk. Legyen P; annak a valosziniisége, hogy az i-edik tartomanyban
keletkezd neutronok kiszoknek a tartomdny S kiils hatarfeliiletén. Ekkor annak 77;
valosziniisége, hogy az S kiilsé feliileten koszinusz szogeloszlassal belépd neutron az
i-edik gytriiben eltiinik, a kovetkezd kapcsolatban all az elébbi valoszintiséggel:

4v,
ri==t2P, (64.9)
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Ezt a mennyiséget parcidlis feketeségnek nevezziik. Hasonld kapcsolat 4ll fenn az el-
s0 litkozéshez tartozo analég mennyiségek kozott is:

4
%=?2Mp (64.10)

Befejezésiil kiszamitjuk a p; kiszokési valoszintiséget. Tegyiik fel, hogy a flu-
xus a vizsgalt rendszer minden gytiriijében azonos (@). Ekkor az i-edik gytriiben tor-
téné {itkozések teljes szama X'V, @ , aminek meg kell egyeznie az ott keletkezd for-
rasneutronok szamaval. Veliik a kovetkezd dolgok torténhetnek:

o Utkozés nélkiil kiszokhetnek a rendszer kiils6 feliiletén. A p; kiszokési valdszinii-
ség definicidja szerint ezek szdma: XV, @p, .

o Elsd iitkdzésiik valamelyik gytiriben lehet. Mivel az egységnyi térfogatban kelet-
kezé forrasneutronok széma XY@, — definici6 szerint — quﬁrzy szamu neutron elsé

itkdzése fog a j-edik tartomanyban megtorténni [vo. (63.2)].
A mondottak szerint tehat irhatjuk:
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N
IV, @=ZV,@p, + DE; Y n
Jj=1

[j )
amibd6l

Ez az egyenlet kozvetleniil is levezethetd lett volna. Ha ugyanis a térfogattal osztunk,
a szumma j-edik tagja annak a valdszintisége, hogy az i-edik tartomanyban keletkezd
neutron a j-edikben iitkdzik eldszor, tehat maga a szumma annak valoszintisége, hogy
a neutron litkozik, tehat nem szokik ki. Ezt 1-bdl levonva kapjuk a kiszokés valdszi-
nlségét. y-t (64.10) és (64.11) alapjan a kovetkezd képlettel szamithatjuk ki:

_4% [V Zn,,] (64.12)

Ezt kell (64.5) jobb oldalaba helyettesiteniink.

6.4.3. Részben reflektalt cella kiviilrél belépé arammal

Az aldbbiakban kifejezziik az a # 0-ra vonatkoz6 mennyiségeket az a = 0-val
jellemzett “fekete” kornyezethez tartozd mennyiségekkel. Ehhez szlikségilink van a
tobbszoros kilépéshez és visszaszorodashoz tartozod sokszorozési tényezore. A 6.4.2.
alfejezetben bevezettiik a cella feketeségét (/), amelyet ki lehet fejezni az egyes tar-
tomanyok parcialis feketeségével:

r:ir 221 Y:(0), (64.13)

ugyanis egységnyi belépd adram hatdsara éppen ennyi neutron tlinik el a celldban, ha
nem vessziik figyelembe a tobbszords kilépéseket és visszaszorodasokat. (64.13)-ban
azért adhattuk Ossze a /; parcialis feketeségeket, mert egymast kizar6é események va-
16szinliségeirdl van sz6. (1-7') azoknak a neutronoknak a szdma, amelyek egy a cella-
ba belépd neutron hatasara a cellabol kilépnek. Ebbdl a(1-7) szamu neutron szérodik
vissza, és 1ép be ujbol a cellaba. Koziilik a(1-7)* szamu 1ép ki ismét, amelyek koziil
a*(1-I)* szam keriil vissza a cellaba. Ezt tovabb folytatva azt kapjuk, hogy minden,
a cellaba kiviilrél belépd neutron

2 1
L+a(l-T)+[a(1-1)] +.. (1= 7]
értékkel jarul hozza az eredd belépd dramhoz (J).

Amikor a # 0, a tartomany belsejében keletkezd forrasneutronok tobbszords
ki-belépéssel hozzak 1étre a cella hataran kilépd eredd neutrondramot. Miutén a for-
rasneutronok eloszor elérték a cella hatarat, a-szorosuk visszaszorodik. Az utdbbiak
kozil egyesek — néhdnyszori eltériilés utdn — méasodszor is elérik a cella hatarat, majd
a-szorosuk ismét visszaszorodik, és igy tovabb. b-vel jeldljiikk azoknak a forrasneutro-
noknak a szamat, amelyek még a visszaszorddas eldtt kijutnak a hatarra. Amikor a
cella kornyezete fekete (a = 0), b megadja a cellabol kifolyé neutronok szamat. Két
moédon tudjuk b-t meghatarozni. Ha az i-edik gyurliben egységnyi a forrasstriiség,
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akkor ott V; szdmu neutron keletkezik, amelyek hatdsara visszaszorodas nélkiil — defi-
nicié szerint — X ;(0) fluxus jon létre a j-edik tartomanyban. A j-edik tartomanyban

ennek megfelelden eltlind neutronok szama
i
Z,V,;X5(0).

A maradék kilép a hataron. Ezzel az i-edik régidban levd egységnyi neutronforras ha-
tasara a cella hatdran eldszor kilépd neutronok szama

N
b=V, =22V, X;(0).
j=1
Felhivjuk a figyelmet arra, hogy ez a mennyiség akkor adja meg a kiszokd neutronok
szamat, amikor az i-edik tartomanyban egységnyi a forrasstiriség. Ehelyett a képlet
helyett — az 0sszegzés elkertilése érdekében — olyan képletet keresiink, amelyben a
6.4.2. alfejezetben bevezetett P; kiszokési valosziniiség szerepel, amelyet bi-vel a
b; = V;P; osszefliggés kapesol 6ssze. A (64.9) képlet szerint™

ST,

b, =V,P, =——.

i iti

I definicioja szerint I, = X ,V,Y,(0), vagyis [v0. (64.2)]

20N A

Sv;Y;(0)
bj=—7r—. (64.14a)
4
A cella hatérat igy
N S N
b=20ib; =73 0¥¥,(0) (64.14b)
i=1 i=1

szamu neutron éri el eldszor.

A kiszamitott mennyiségek segitségével a kovetkezOképpen kaphatjuk meg a
celldban kialakulé fluxust. A kiviilrél belépd neutrondram hatasara az i-edik tarto-
manyban 1étrejovo fluxus

Y,(a) = % (64.15a)

Az egyes régiokban levo forrdsok hatasara kialakulo fluxust két rész 0sszegeként al-
lithatjuk eld. Elészor vessziik azoknak a neutronoknak a hozzajaruldsat, amelyek so-
hasem érik el a cella hatarat. Szamuk X (O) , ha a k-adik tartoméanyban levd forras

egységnyi. Ezekhez jarul a cella hatarat eldszor elérd neutronok by szdma, amelyek
koziil aby szorodik vissza a cellaba. Az utobbiak hatasara kialakulo fluxust (64.15a)-
ban mar felirtuk. Végeredményben

ab,Y;(0)

Rt (64.15b)

2 Kozbevetbleg érdemes megjegyezni, hogy ez a képlet teszi lehetévé a feketeség kiszamitasat, ha erre
sziikség van. Természetesen ehhez elébb meg kell oldanunk a (54.4) és (54.5) egyenleteket.
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A kilépd aramhoz szintén (J') két hozzajarulast kapunk. Az egyik a forrasne-
utronok koziil azoknak a b szdma, amelyek eldszor érik el a cella hatarat, a masik pe-
dig a kiviilrél belépd neutronok koziil azoké, amelyek a cellan keresztiil haladva el6-
szor jutnak vissza a cella hatdrahoz. Ez utobbiak szama (1 — 7)J'. Ha e két jarulék-
hoz tartozd neutronok tobbszords kilépését és visszaszorodasat is szamba vessziik, a
kovetkezo kilépd neutronaramot kapjuk:

b+(1-1)J™

J+(a)—m. (64163)

Az eredd belépd aram ettdl annyiban kiilonbozik, hogy a b jarulékot le kell csokken-
teni az albédoval, tovabba ehhez hozza kell venni a kiils6 aramot:

ab+J ™
J (a)=—F+——. 64.16b
(@) 1-a(1-1) ( )
E két mennyiség kiilonbsége a cella hataran kialakul6 nettd neutronaram:
J(a) Gl ek i (64.16¢)
= .16c
YT a(1-T)

Megjegyezziik, hogy az itt kapott aramok kielégitik a
JHa)=b+(1-1)J (a),
J_(a) = aJ+(a) +J

egyenletrendszert, ami nem mas, mint a celldba ki-belépd aramok mérlege. Példaul az
elsd egyenlet szerint a cella hataran kilépd aram két részbdl tevédik Osze: egyrészt a
cellaban keletkezd forrasneutronok koziil a hatart elészor elérd neutronok szama (b),
masrészt a kiviilrél belépd aramnak a celldban el nem tiind része. Hasonloan értel-
mezhetd a masik egyenlet is. A (64.16) képleteket tulajdonképpen ebbdl az egyenlet-
rendszerbdl kiindulva is megkaphattuk volna.

A (64.16) formulédk jol értelmezhetd eredményeket adnak a két hataresetben.
Amikor a cella kdrnyezete teljesen reflektald (azaz “fehér”: a = 1), kiilsé aram nélkiil
(J™ = 0) a (64.16¢) képlet szerint J(1) = 0. Ekkor

J(1)=77(1),
ami azt jelenti, hogy a ki- és a belépd neutronaramok megegyeznek. Pontosan ezt je-
lenti a fehér hatarfeltétel. Amikor a cella kiils6 hataran az aram zérus, (példaul) P; ko-
zelitésben ez azt jelenti, hogy a neutronfluxusnak ott maximuma van. Amikor van
kiilsé aram (J*' # 0), a (64.16¢) képlet szerint J(1) = —J', ami azt jelenti, hogy a cella
belsejében keletkezd neutronok nem befolyasoljak a cella hataran kialakulé neutron-
aramot. A masik véglet a cella fekete kdrnyezete: a = 0, amikor

J(1)=J.

Mivel ekkor a kornyezet nem szor vissza semmit, a belépd dram megegyezik a kiviil-
r6l jovO arammal.
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7. A KIEGES
143@% ‘
(n.y)
237
zﬁ 144 23U +—T — Np L 23\8.Pu
\ m () //;3 n @ (n2n) '\.
cn 237 o ' o
145— 238Np \
o 63 .
= (n.2n) (n " 7
(&) P
o B
o ﬁa LAPr el
147 - 29U
148
149
92 93 94 95 96

Rendszam, Z

7.1a. dbra. Az uranlanc. A lancban az ***Am izotop kornyezetét a 7.1b. dbran mutat-

juk be részletesen. A bekeretezett izotopok hasadasi hataskeresztmetszete a
tobbiekéhez képest nagy

146 y 242Cm
= 89%
£
\©
N
0147 2%Am ¥
7
o 7
- ‘/
> %
(O] é\"
zZ \{{0, 24 Q)Q\O (ny)
i \gs‘\‘
0/‘
148 7242Pu 243Am
94 95 96

Rendszam, Z

7.1b. dbra. Az uranlancban az **Am izotop kérnyezete részletesen. A bekeretezett
izotop hasadasi hataskeresztmetszete a tobbiekéhez képest nagy
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.
29,
‘919 \\.
138 228Th <
~
.\\\
z 139 ; =
£ Y9 ~o
2 140 . ? #1Pa ,'armu
j‘_,o' -7 () P/_ (n,2n)
> )’ © »~ ’Lé
[} a AN
z 141 21Th 232pg /,
_
(n2n) s o
»* .\
142 232Th 7 23Pa 7+234U —_—
(n, il e

- ZIN® ()
‘/./ (Lrb‘(\ /./ Ao
143 — 23Th 5pa
(ny)
144 l 236
89 90 91 92 93

Rendszam, Z

7.2. abra. A toriumlanc. A bekeretezett izotopok hasadasi hataskeresztmetszete a tob-

biekéhez képest nagy
~ | Y=0,064 B-
hasadas | ———— | wsTe | ——— | 139
19,2 s

1Y=0,001

13Ye | — >

(ny)
B-}Q,Uh
135CS
]312,6-106a
13SBa
(stabil)
a)
Y=0,0109 B B i
4 —> | 149 149 149 tabi
hasadas Nd W Pm TR Sm | (stabil)
l(n,v)
15OSm
b)

7.3. abra. Hasadasi termékek bomlasi lanca: a) 4 = 135, b) 4 = 149
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7.1. Az uranlanc

N; magsiiriség;

o?  abszorpcios hataskeresztmetszet;

Ai radioaktiv bomlasi allando;

Jj annak az izotopnak a sorszama, amelybdl az i-edik izotdp (n,y) reakcid
utjan keletkezik;

k annak az izotopnak a sorszama, amelybdl az i-edik izotép radioaktiv
bomlas utjan keletkezik.

Wi (o3¢ + 4N, + oSN, + 4N 72.1

dr =—\o; 9+ A4 )N, + 0N + LNy, (72.1)

3y. 25 22Th: 02 *°Pu: 49
28y, 28 240py: 40

stb. Konnyt ellendrizni, hogy a 7.1. és 7.2. abrdkon mutatott izotoplancokra ez a jelo-
1ésmod egyértelmii.

d]c\l?l =0 400N 4 — (0'214’5 + Ay )N41 ’

d]Z;Z = 03Ny + A5 N5y = TNy,

d]c\lft43 =0pPNy - (623¢ s )N43 ’

d](;]tﬂ = Ay Ny —05¢N5;,

d]s'jz =0,890¢,¢N5, — (/15K2 + 5, )N 525

d]\ilstzm =0,1165¢N5; = 05PN som »

d];]f = ANy +05mPNsom — 538N 53 .
Hurkok linearizalasa:
1 241 Pu(n_’7))242 Pu(n_’7))243 Pu i243 Am

5 (n.7), 89% K-bef (n.7)

. e ﬁ
2) 2pusMAm 5 2 Am > *Pu—o P Pus Am
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B (n.7),11% (n.7)
3) 241Pu—>241 Am — 242m Am —> 243 Am

Egyenletek:

1. linearis lanc:

d]c\lft41 =030¢N 4y — (O-Zl¢ + Ay )N41 ’
d](;[;"z =03¢Ny —0pdNy,
d](\llf3 = 0Ny — (023¢ + Ag3 )NA'B ’
d]c\1,t§3 = Ay N3 — 053955

2. linearis lanc:

d'N C a
d:l =040¢Ny — (0'41¢ + Ay )N41 )
dN. a
oL = ANy —054N5,
dt
dN
752 =0,8905,¢N s, — (115(2 + iégz 525
dN” a n
2 = lusst — 0PN,
dt
dN” C " a "
dt43 =0n¢Ny — (0'43¢ + A3 )N43 )
dN” 14 a 14
dt53 = A3Ng3 —053¢Ns;5.

3. linearis lanc:

d'N C a

d:l = 040#N 4o _(0'41¢+/141)N419
dn, a

oL = ANy —059N5,

dt
dN
Tstzm =0,1105¢N5, — 05PN 5o »
dN’” C a "

dt53 =05mPNsym — 530N .

Az 1. és 2. lineéaris lanc 0sszege:
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M =0 ¢Ny +/1§2N52 _O'jz¢(N:12 +N£{2),

dt
d(Ny; + NJ c ' " a ' "
w2642¢(N42 +N42)_(U43¢+/143XN43 +N43),
Ha
Ny =Ny +Ny,
és

Ny =Ny +Ng,
akkor ezek az egyenletek azonosak az eredeti lancra felirt egyenletekkel. Hasonldan
legyen

Ns3 = Ng3 + N5z + Ngj.

A harom linearis lancra vonatkoz6 egyenletek Osszege kiadja az eredeti lancra felirt
egyenletet:

(N5 + N3 + N§y)

dr = /143(N:13 +NZ3)+0'5°2m¢N52m _0§3¢(N§3 + N3 +N5m3)

7.2. A linearis lancokra vonatkoz6 egyenletek megoldasa

Vektori jelolés:

N(t)=

N, (0)]
A linedris lancra vonatkozo6 egyenletek vektori alakja:

(ﬂzt(t):AN(t)+F,

ahol F ismert vektor. Csak a hasadési termékek esetében 1ép fel, a hasadasi gyakori-
sdggal aranyos.

A homogén egyenlet altalanos megoldasa:
N, (t)=e*C.

Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa:
Ninn (£)=e*C(t)

Behelyettesitve:
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AN, (1) dc(r) _ Al dLQ)

“ :AeAfC(t)_'_eAtT_ANinh(t)-i'e & = AN, (1)+F,
amib6l
dc() v
dt
{ t
C(l‘)zj.e_At,dt’F=A_1J‘Ae_A"dt'F=A—1 _e—Az']; F=A_1(E—e_At)F
0 0
Ezzel

N (t) _ eAtC(t) _ eAtA—l(E _ e—At)F _ Afl(eAt _ E) F.
Ha N(=0) = Ny, akkor a differencialegyenlet megoldasa
N(r)=e*'Ny + A (¥ ~E)F.

Az A matrix alakja:

0 0 c
k-adik sajatértéke —ay. A jobb oldali sajatvektorok:

n—1 n

=0, i<k
ukkzl

Ui

CrC G .
Uy = kChk+1---Cic ik

: (ak+1 - ak)(ak+2 _ak)"'(ai - ak),

A bal oldali sajatvektorok:

CiCit1-+-Cp1
(ai —ay )(am —ay )"'(ak—l - ak)

Ok =1

Uk' =

; , i<k

A bal oldali sajatvektorok transzponaltjaibol megalkotjuk a



matrixot, a jobb oldaliakbol pedig a kovetkezot:

Uz[ul u, un]
Ezek egymas inverzei:

UV=VU=E

Az A matrix ezek segitségével diagonalizalhato:

A=U<-a>V,

229

ahol <-a> olyan diagonalis matrix, amelynek az elemei —a;, —ay, ..., —a,. Ezzel a dif-

ferencidlegyenlet megoldasa

N(t)=U<e™ >VN0+U<—1>V(U<e‘“’ >V_UVJF =

1
=U<e ™ >VNy+U<-—>

a

a

(< e > <1 >)VF

N(f)=U<e™™ >VNy+Ux<

l1-e¢

a

—at

>VF
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1. FUGGELEK. A TRANSZPORTEGYENLET KULONBOZO
GEOMETRIAKBAN

Amikor a vizsgalt rendszer szimmetridi miatt a szogfiiggd fluxust a derékszo-
gl koordinatak helyett valamilyen mas koordinatadk fiiggvényének célszert tekinteni,
a transzportegyenlet minden tagja valtozatlan alakt marad, kivéve a kifolyasi tagot.
Ez utobbi az Q vektor mentén felmért koordinata szerinti derivalt:

dd(r, + sQ
M:QXG_@jL_Q a_@+_(228_@ _ (F1.1)
ds ox ¥ oy 0z
Ugy lehet mas koordinatakra attérni, hogy ezt a vonalmenti derivaltat kifejezziik az
koordinatakkal.

AZ
S Q
\\\ }/
P
z
0 s,
SN
S

N,
[IERN
.
\,
.
\,
\,
.
N,
.
\

F1.1. abra. Hengerkoordinatak

F1.1. Hengergeometria

Hengerszimmetrikus rendszer esetében hengerkoordinatdkat célszerti hasznal-
ni. Ekkor a kiszemelt P pont (x, y, z) koordinatai helyett az (7, z) hengerkoordinatakat
hasznaljuk. Itt z ugyanaz, mint kordbban,  pedig a P pontnak az x—y sikra vald vetité-
sével kapott P’ vetiiletnek az origdtol valo tavolsaga (F1.1. abra). Az Q vektort pedig
a 6¢és @ szoggel adjuk meg, amelyek definicidja szintén latszik az F1.1. dbran. 6 az Q
vektornak a z tengellyel bezart szoge. A ¢ sz6g meghatarozasdhoz az Q vektort vetit-
juk az x—y sikra. ¢ az igy kapott Q' vektornak az origot a P’ ponttal 6sszekotd sugar-
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ral bezart szoge. Hengerkoordinatdkban a szogfiiggd fluxus Otvaltozds fliggvény:
Ar,z,E,6,¢p), amelynek az (F1.1) szerinti vonalmenti derivaltjat a kovetkezo alakban
irhatjuk fel:

do 8@@+8@%+8@@+6_@8_¢

ds oOrds 0z ds 00 0s O Os

Az F1.1. abrardl leolvashato, hogy az Q irdnyban valo ds elmozdulaskor egyrészt &
nem valtozik meg, masrészt z megvaltozasa dz = ds-cosé, vagyis:

—Z=cos<9 és %=0,
os os
amivel
d® _0®or 0@ 0p 0P o (F1.2)
ds oOr 0s O¢ Os
y4 /
YN
& o>
, /.
P
r
X
>
O

F1.2. abra. Hengerkoordinatak vetiilete az x—y sikra

r és @ derivaltjanak a kiszdmitdsahoz nézziik az F1.2. dbrat. Torténjen az €2
vektor irdnyéaban ds elmozdulds. Ennek az x—y sikra valo vetiilete az dbran a

P'Q' =ds' =dssind (F1.3)

tavolsag. Az OP'Q’ haromszog szogeibdl konnyen kiszamolhatjuk, hogy az origonal
keletkezd szog —d ¢, vagyis

TP’ = rsin(—d(a) .
Ha ugyanezt a Q" pontnal levé szoggel is kifejezziik, az
r sin(—d(p) =ds’ sin(¢ + dgo)

Osszefliggést kapjuk. Mindkét oldalt ds’-vel osztva, majd a ds” — 0 hatarértékre attér-
ve kapjuk:

lim sin(— d(p)d_go _ O _ lim sin((p + dgo) _ sin @

d&'—»0 de ds’ Os'  ds'—0 r r

2
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vagyis

6_(0__sing0

Os' r
A Q' ponthoz mutatd sugér hossza
O_Q’ =r+dr= rcos(—d(o) +ds’ cos((p + dgo),
tovabba a Q' pontnal keletkezd szog pt+de. Ennek alapjan ds” — 0 mellett

or cos(dgo) —ldg _
P d}y%r_l’)lo [rT@ + cos(qo + d(p)j =COos Q.

Ha még (F1.3)-at is figyelembe vessziik, a

o =sinfcos @ és %9 = —sing 2% (F1.4)
Os os' r

képletekre jutunk. A vonalmenti derivaltat igy (F1.2) szerint a kovetkez6 képlet adja:
do = sin Hcosq)a—@ —sing 222 0P + 0P
ds or r Op Oz

cosd. (F1.52)

A transzportegyenletet gyakran u = cos¢ fliggvényében szoktuk felirni. Ennek érde-
kében a ¢ szerinti derivaltat atirjuk u szerinti derivaltra:

_sinp 0P _ sing 0@ dcosp _ 1-cos’p 0@

r 0@ r a(COS(p) do r 8(003(0)’

amivel

_ 2
0P  1-cos’p 0@ )]Jra@cosg_ (F1.5b)

do .
——=sinf| cos@
ds ( or r 8(cos Q

Oz

F1.2. Gbmbgeometria

Gombszimmetrikus rendszerek vizsgalatara a gdmbi koordinatakat hasznaljuk,
ami azt jelenti, hogy a kiszemelt P pont (x, y, z) koordinatai helyett a gdmbi r koordi-
natat hasznaljuk:

r=0P.

Az Q vektort elég a € szoggel megadni, amely Q és az O—P sugar altal bezart szog.
Torténjen az Q vektor irdnyaban ds elmozdulds. Ha a rajz sikjat az Q vektor és a P-
hez vezetd sugéar altal kifeszitett siknak valasztjuk, az F'1.2. dbran mutatott rajzot kap-
juk, ha rajta ds’-t ds-sel azonositjuk. Ennek alapjan az F1.1. fejezetben kovetett gon-
dolatmenettel a

do 0@ 1-cos’d 0@

—=cosf—+ F1.6
s 7 T 5 fcosh) (F1.0)
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eredményt kapjuk. Itt figyelembe kellett venniink, hogy az el6z6 fejezetben ¢-vel je-
16ltiik azt a szoget, amelyet most é-val jeldliink. (F1.6) Ggy alkalmazhat6 a transz-
portegyenletben, hogy a szogfiiggd fluxust @(r,E, 1) alakban irjuk fel, ahol = cosé.

F1.3. A kifolyasi tag konzervativ alakja

Az (F1.5) és (F1.6) képleteket gyakran mas alakban hasznaljuk. El6szor a
gombgeometridhoz tartozo (F1.6) egyenletet alakitjuk at. Ebben az egyenletben a 6
szerinti derivalt amiatt 1ép fel, mert a neutronpalydnak a neutron pillanatnyi helyéhez
huzott sugarral bezart 6 szoge a palya mentén valtozik. Ennek a tagnak nincs vilagos
jelentése abban az értelemben, hogy nem értelmezhetd mint a neutronmérleghez valo
barmilyen hozzajarulas.

Ezért a fenti képletet célszerli az un. konzervativ alakra atirni, ami azt jelenti,
hogy integralaskor a képlet fizikailag értelmezhetd tagjai vilagos hozzajarulést adnak
a neutronmérleghez. Az egyszerliség kedvéért bevezetjiik a 1= cos@ jelolést. Gomb-
geometriaban ez az alak a kovetkez6:

do_p drera)] o (1-s2)tr )
ds 2 or r ou '

(F1.7)

A derivaltak kifejtésével egyszertien ellendrizhetjiik, hogy ez az eldbbi alakkal ekvi-
valens. Az alabbiakban megmutatjuk, ez miért jobb (F1.6)-nal.

Tekintsiik az r; és r, sugarak kozotti gombhéjat. A megfeleld gombfeliiletek
rendre A, =4nr’ és A, = 4mry, a gombhéj térfogata V = 4n (r23 - ) /3. (F1.7)-et

beszorozzuk 4mr’-tel, majd integraljuk erre a gombhéjra és a 4n térszdgre — felhasz-
nalva, hogy most dQ=2nd

f: cdo 1 1
2nj4nr2drjgdy =274, :[l,u@(rz ,,u)d,u —27mA, J.,u@(rl,,u)d,u.

n -1 -1

A p szerinti derivaltat tartalmaz6 tagban a u szerinti integral eltiinik, hiszen g = *1-re
1-£7 = 0. A jobb oldalon lev tagokban pedig vildgosan felismerheték a radialis ara-
mok:

1
J, = 2njyd7(ri,y)d,u, (i=1¢s2).
-1
Ezzel tehat a kifolyasi tag integralja igy irhato: 4,J, — 4;J;, ami konnyen értelmez-
hetd: a gdbmbhéjbol kifolyo és oda befolyd neutronok szdmanak a kiilonbsége, ami a
neutronmérlegben vilagosan értelmezheté mennyiség.

Nem lesz ilyen vilagos a kép, amikor a (F1.6) egyenletet integraljuk. 4m-tel
vald beszorzas és parcialis integralds utan a kovetkezdt kapjuk:

) oD , )
J‘4nr2y¥dr = y(A2 @(r2 , ,u) -4, @(r1 , y)) - ISnry@(r, y)dr .

Az itt kapott masodik tag és (F1.6) masodik tagjanak az integralja egyiitt kiad valamit,
aminek a fizikai értelme nem vilagos. Ezért vezet vilagosabban értelmezhetd ered-
ményre, ha az Sy modszerben az (F1.7) alakbdl indulunk ki.
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Hengergeometridban a kivanatos alak a kdvetkezo:

do _ 0, oro) _la(ﬂ(p@) L0?

. (F1.8)
ds r or ro op oz

ahol
0, =sinfcosg, 0, =sinfsing, 0, =cosb.

Egyszertien beldthatjuk, hogy ez konzervativ alak. A z szerinti derivaltat tartalmazo
tag ilyen, tehat elég a masik kettdvel foglalkozni. Ha ezeket beszorozzuk 2mr-rel,
majd r szerint integralunk az (7, ») intervallumban, C szerint pedig a teljes térszog-
ben, a kovetkezot kapjuk:

"2 oL, o
J-dgj'zm,(gr 6(1’@) —l ( i )Jdr = Zm”sz —27U’1J1 5
r or ro op

47 n

ahol
Ji(z)= [2,0(r,2.Q)dQ, (i=16és2)

4n

a radialis dram. A ¢ szerinti derivalt integralja eltlinik, mivel £2,® ¢-nek periodikus
fliggvénye (2w periddussal). A gdmbgeometrianal mondottak értelmében legutobbi
eredménylinknek is megvan a neutronmérlegben értelmezhetd jelentése: megadja az
(71, r2) intervallumhoz tartoz6 hengergytiribdl kifolyd és oda befolyd neutronok sza-
manak a kiilonbségét.
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2. FUGGELEK. GAUSS-KVADRATURA

A Gauss-kvadratura az

] A ()

a
alakt integralok numerikus szamitasara szolgal6 hatékony mddszer, ahol f(x) az integ-
ralando fiiggvény, p(x) pedig adott stlyfliggvény. Az utdbbi azonosan 1, ha p(x)f(x)-et
tekintjik integralando fiiggvénynek. Ennél pontosabb eredményt lehet kapni, ha nem
ezt tessziik, hanem az adott sulyfliggvényre szabott mddszert alkalmazzuk, ami azt
jelenti, hogy a numerikus modszert a p(x) sulyfliggvényhez tartozo ortogonalis poli-
nomokra alapozzuk. Ebben a fliggelékben Osszegezziik a leggyakrabban sziikséges
tudnivaldkat a modszer harom valtozatara vonatkozdéan. Mindegyik esetben az integ-
ralasi tartomany a [-1, 1] intervallum. Ha az [a, b] intervallum ettdl eltér, az integral
egyszerl helyettesitéssel atvihetd a [-1, 1] intervallumra vonatkoz6 integralba.

F2.1. Gauss—Legendre-kvadratura

A p(x) =1 sulyfiiggvényhez tartozd ortogonalis polinomok a Legendre-poli-
nomok. A segitségiikkel kapott Gauss-kvadratara az alapeset. Annak érdekében, hogy
az erre vonatkozdan kapott eredményeink a késébbi fejezetekbe is atvihetd legyenek,
képleteinkben — formalisan — szerepeltetjiik a p(x) sulyfiiggvényt. Jeloljik z4-val a
Pr+1(u) Legendre-polinom gyokhelyeit. A Gauss-kvadratira abban all, hogy a [-1, 1]
intervallumra vonatkozé integralokat az aldbbi modon kozelitjiik:

jp(ﬂ)f(ﬂ) du~ ; wi f (1) (F2.1)

A wy egylitthatokat Ggy hatarozzuk meg, hogy ez a kozelités egzakt legyen, ha f{u)
legfeljebb L-edfoku polinom. Legyen

PL+1(/J) )
H—= ﬂk)Pi+1(ﬂk)

ug (1) = (
Nyilvéanvalo, hogy ezekre a polinomokra fenndll (k,j =1, 2, ..., L+1):

uk(,uj)= 5kj.

Egy L-edfoku polinomot meghatarozza, ha L+1 helyen megadjuk az értékét, tehat egy
ilyen F; () polinom mindig eldallithaté az

Fi(u)= Zk:uk(ﬂ)FL(:uk)
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alakban. (Altalanos F;(u) fiiggvények esetében ez a Lagrange-féle interpolacio.) Igy
tehat integralja egzaktul kiszamithat6 az (F2.1) képlettel, ha

wy = .[p(,u)uk (,u) du . (F2.2)
-1

Az F2.1 tablazatban megadjuk a Gauss-kvadratira alkalmazasdhoz sziikséges
mennyiségeket L =1, 3 és 5 esetében.

F2.1. tablazat. A Gauss—Legendre-kvadratira allandoi

L k Wi = W_g M = L
1 1 1,0000 0,57735
3 1 0,65214 0,33998
2 0,34786 0,86114
5 1 0,46792 0,23861
2 0,36076 0,66121
3 0,17132 0,93247

Befejezésiil megmutatjuk, hogy az (F2.1) képlet nemcsak legfeljebb L-edfoku
polinomokra, hanem még egy (2L+1)-edfoku polinomra vonatkozodan is egzakt. Le-
gyen ez a legfeljebb (2L+1)-edfoktl polinom F(u). Ha elosztjuk Pr+i(x)-vel, mind a
maradék, mind a hanyados legfeljebb L-edfoku. A hanyadost tehat el6 lehet allitani az
elsé L Legendre-polinom lineéris kombindcidjaként:

)= Pl P ) Fi(o).

ahol F(u) ismét egy legfeljebb L-edfoku polinom. A Legendre-polinomok ortogona-
litdsa miatt ennek az integralja megegyezik a maradék integraljaval:

fp ) dp = Ip(u

Fr(u)-re viszont az (F2.1) integralformula egzakt, hiszen legfeljebb L-edfoku poli-
nom:

jp(ﬂ H) dp = Zwk 1(ui) = Zk:WkF(ﬂk)-

Az utobbi egyenldség amiatt érvényes, hogy u = wy-ra Pryi(u) definicid szerint elti-
nik. A fentiek szerint ez az integral megegyezik F(u) integraljaval, amivel allitdsunkat
igazoltuk.

F2.2. Gauss—Csebisev-kvadrattra

Amikor egy fle) fliggvényt a [0, 7] intervallumban kell integralni, alkalmazha-
to a Gauss-kvadratiranak a Csebisev-polinomok szerinti valtozata. Mivel a koszinusz
fliggvény ebben az intervallumban szigorian monoton, az integralandé fiiggvényt te-
kinthetjiik cos¢ fiiggvényének is. Ha az integralban elvégezziik a 1= cosg helyettesi-
tést, a kovetkezot kapjuk:
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1

Tf(?’)dcﬁ = J.h(,u) ld,u , h(,u) = f(arccos,u) . (F2.3)
0 2 - U

Itt tehat a sulyfiiggvény: p( y) = (1 — i’ )71/2 . Az ehhez tartoz6 ortogonalis polinomok
a Csebisev-polinomok, amelyek definicio szerint a kovetkezok:

T, (cos (p) = cos(n qo) . (F2.4a)
Kielégitik a kdvetkez6 ortogonalitasi relaciokat:

| 0, han=n',
[7,(u)7,, (1) W _Vr han=n'=0, (F2.4b)
-1

2
I=u" \np2, han=n'=#0.

A Gauss—Csebisev-kvadratura analdg az (F2.1) képlettel:

1 n
jh(y)d—” =3 wh(p;) (F2.52)

—1 \[1—/,!2 k=1

ahol wy alkalmas sulyfaktor és g4 a 7,,(x) polinom k-adik gyoke:
2k -1
Hy =COSQy, ahol Pr =
2n

amint az (F2.4a) definiciobdl egyszeriien megkaphatjuk.
Ha a wy sulyfaktorokat — (F2.2) értelmében — a

T, (F2.5b)

Wy = J‘uk(,u) du (F2.6)

képlet szerint valasztjuk meg, akkor az (F2.5a) képlet egzakt, ha az integralando fiigg-
vény legfeljebb n-edfoka polinom. Az F2.1. fejezetben kovetett gondolatmenettel be-
lathatjuk, hogy ebbdl és a polinomok ortogonalitasabdl kovetkezik: a Gauss—Csebi-
sev-kvadratara egészen a (2n—1)-edfoku polinomokig egzakt.

Az integralasi sulyok (F2.6) szerinti kiszamitdsa meglehetdsen koriilményes
dolog, ezért keriil6 utat fogunk kdvetni: megmutatjuk, hogy a

w, == (F2.7)

n

sulyok jelentik a megfeleld valasztast. Ehhez elég bebizonyitani, hogy ezekkel a su-
lyokkal az (F2.5a) képlet egzakt, ha az integraland6 fiiggvény legfeljebb n-edfoku po-
linom. Egy ilyen fliggvény pontosan eléallithaté a

h(p) =2 a,T;(u)
j=1
sor alakjaban. (F2.4b) alapjan ennek az integralja:

jh( ) du _
7] ; = Ta,.
~1 I—IU




238

(F2.5a) egzakt voltanak a belatasahoz tehat azt kell igazolnunk, minden j > 1-re fenn-
all:

n n ] n eij(/’k + e*iﬂok

S, () = Seos(jy) = S~

k=1 k=1 k=1

Az itt allé exponencialisok Osszege egyszerli mértani sor, amelynek az értéke kony-
nyen kiszamithato:

() =
k=1

2sinﬂ
2n

A szamlal6é minden pozitiv egész j-re eltlinik, de a nevezd j minden szdba jovo értéké-
re (j < n) pozitiv. Ezzel tehat belattuk, hogy

—Zh ,uk nao—j \/7

A kapott eredményt érdemes visszairni a ¢ szerinti integralra is:
T P n
ff(w)d¢E;Zf(¢k). (F2.8)
0 k=1

Vegyiik észre, hogy ez az integralnak egyszerii téglanydsszeggel vald kozelitése,
amelyet akar azonnal felirhattunk volna. Fenti gondolatmenetiink ehhez azt a fontos
dolgot teszi hozza, hogy ez egzakt formula, amig a 4(u) = flarccosp) fiiggvény legfel-
jebb (2n—1)-edfoku polinom.

F2.3. Gauss—Jacobi-kvadratura

A gylirlis hengergeometridhoz tartozo iitk6zési valdszinliségek szamitdsahoz
(v0. 5.3.2. rész) sziikség van

:[xf(x)dx

alaku integralok kiszamitasara. Ez ugy oldhaté meg Gauss-kvadrataraval, hogy kere-
stink az itt szerepld p(x) = x sulyfiiggvényre vonatkozdan ortogonalis polinomokat:

xp, (x)pk (x)dx =0, ha n#k.

S =y —

Ebben az integralban az alabbi egyszerii helyettesitést alkalmazzuk:

1
1+x 1+x
prn pk dx——J- l+x ( 5 jpk( 5 jdx (F2.9)
0

Megmutatjuk, hogy az itt szerepld fliggvények visszavezethetok a Jacobi-polinomok-
ra. Ezért el6szor ez utobbiakra vonatkozo tételeket foglaljuk dssze.

A Jacobi-polinomok a p(x) = (1-x)%(1+x)” sulyfiiggvényhez (e, > —1) tarto-
z6 ortogonalis polinomok, amelyek a



239

-1)" —a 5 d” a+n n

PP)(x) = ) (1-x)“(1+x)” d—[(l— x) " (14 x) ] (F2.10)
2"n! dx”

képlettel allithatok el (n =0, 1, 2, ...). Az (F2.9) alatti integralban a sulyfiiggvény:

p(x) = (1+x), tehat a kiszdmitand6 integralnak az =0, f=1 valasztas felel meg.

Ilyen paraméterek mellett a Jacobi-polinomok a kdvetkezd rekurzios képlettel allitha-

tok eld:

(n+2)2n+ )P (x) = [(2n+ )20+ 3)x ~1]PL) (x) ~ 020+ 3)PL%)(x),

n+l

¢és normalasuk a kovetkezo:

J(1+ ()] ax=

-1

2
n+1

(F2.9)-bdl 1athato, hogy az eredeti integral szamara keresett polinomok:

pn(x) = Pn(o’l)(2x — 1) ,

amelyek a fentiek alapjan a

(n+2)2n+1)p,.,(x) = |2(2n +1)(2n +3)x —4(n+1)’

D, (x) - n(2n + 3)pn71 (x)
(F2.11)

rekurzidval allithatok eld, és norméjukat a

1

2 1
{x[p”(x)] de= 2(n+1)
képlet adja.
Példak az els6 néhany polinomra:
po(x)zl, pl(x):3x—2, pz(x)=10x2—12x+3,

ps3(x)=35x> —60x* +30x -4,
py(x)=126x* —280x> +210x> —60x +5,
ps(x)=462x" —1260x* +1260x> — 560x> +105x - 6.

Zérushelyeik és az (F2.2) képlet szerint szamitott stlyok az F2.2. tdblazatban talalha-
tok. Az ott megadott mennyiségek felhasznéalasaval a kovetkezd képlet adja a keresett
integralt:

1

Ixf(x)dx;kz};wkf(xk).

0

A stlyokat és az x; szdmokat a tdblazat n-hez tartozo soraibdl kell venni. Befejezésiil
megjegyezziik, hogy nem az (F2.11) rekurzios képlet az egyenlet moéd a Jacobi-poli-
nomok kiszamitasara, mivel érvényes a kdvetkezd explicit képlet:

SO N CUES r2rm

=0
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Ha ezt x hatvanyai szerint rendezziik, a kdvetkezd eredményt kapjuk:

Pa(x)= ()" L)

0 o) |

F2.2. tabldzat. A Gauss—Jacobi-kvadratara allandoi

ahol

n k Wi X

1 1 0,5 0,66667

2 1 0,18196 0,35505
2 0,31804 0,84495

3 1 0,069827 0,21234
2 0,229241 0,59053
3 0,200932 0,91141

4 1 0,031181 0,13976
2 0,129848 0,41641
3 0,203465 0,72316
4 0,135507 0,94290

5 1 0,015748 0,098054
2 0,073909 0,30454
3 0,146387 0,56203
4 0,167175 0,80199
5 0,096782 0,96019
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3. FUGGELEK. A Kly(X) BICKLEY-FUGGVENYEK

A hengergeometriara vonatkoz6 integralis transzportelméletben alapvetd sze-
repet jatszanak a Bickley-fliggvények. Mivel hasznalatuk nem 4ltalanosan elterjedt,
ebben a fliggelékben roviden dsszefoglaljuk a rajuk vonatkozé legfontosabb tudniva-
lokat. A fiiggvényeket eldszor Bickley és Nayler vezette be.”> Az n indexii Bickley-
fliggvény definicioja:

/2 o _
. e " coshu

. . —x/cos n— _
Ki,(x) = {e “cos 10d9—£mdu. (F3.1)

A Bickley-fiiggvények x monoton csokkend fliggvényei. Csokkenésiik az x — o ha-
taresetben egyre inkdbb exponencialissa valik. Az x — 0 hataresetben az n-edik deri-
valtnak logaritmikus szingularitdsa van. Az n = 0 indexii Bickley-fliggvény a modosi-
tott Bessel-fiiggvénnyel egyenlo:

Ki,(x) =K,(x). (F3.2)

A definiciobol konnyen levezethetok a kovetkezo rekurzids Osszefliggések:

nKi, (x) = (n - l) Ki,_, (x) + X[Kin_2 (x) -Ki, (x)] , (F3.3a)

dKln X . dn Kln X n oy,

T() =—Ki,_(x), T() =(-1)"Kiy(x), (F3.3b)

Ki,(x) =Ki,(0)- [Ki,,(¢)dt = [Ki,_,(¢)dt. (F3.3¢)
0 X

Idézett munkéjukban Bickley és Nayler megmutatjak, hogy (F3.3a) meglehetdsen sta-
bil rekurziot tesz lehetévé a magasabb indexti Bickley-fiiggvények kiszamitasara.
A fiiggvényeknek az x = 0 helyen felvett értékei a kdvetkezok (vo. (F3.3¢)):

Ki, (0) = TKin_l (£)dt = */ZEH : (F3.4a)

0
2

aminek specidlis értékei:

Ki(0) = oo, Kil(O)zg

> W.G. Bickley & J. Nayler, A Short Table of the Functions Ki,(x) from n = 1 to n = 16, Philisophical
Magazine, 20, 343-347 (1935).
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Ki;(0) = %, Ki,(0) = % Kis(0) = == . (F3.4b)

Aszimptotika nagy x-ekre:

. 2 (. 4n+l 1
Kln(o):exﬁ(l— . +o(x—2n. (F3.5)

Véges x-ekre a Bickley-fliggvények hatvanysorba fejthetok, €s kiszamitdsukra ezek
alapjan készithetiink szubrutinokat. A hatvanysor felirasatol eltekintiink.
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4. FUGGELEK. A GOMBFUGGVENYEKRE VONATKOZO RE-
KURZIOS KEPLETEK

A Py kozelitésben alapvetd szerepet jatszanak a gombfiiggvényekre vonatkozo
(41.5) és (43.3) rekurzids képletek, amelyekhez hasonlok szamos matematikai kézi-
konyvben (Rizsik—Gradstein, Jahnke—Emde, Mikolés) szerepelnek, de éppen ezek rit-
kan taldlhatok meg — legalébbis is itt idézett alakjukban. A reaktorfizikai kézikonyvek
gyakran hivatkoznak rdjuk, de nem ritkédn hibasan. Célszeriinek tartjuk ezért az alab-
biakban megadni a képletek levezetését.

A gombfiiggvények a kdvetkezd alakban irhatok fel:

Y, (6,0) = e™?(-sin6)" 0, (cos 6), (F4.1a)
ahol
(r=my 1 4]
(C+m) 12t At

Opm(x) = (F4.1b)

m = 0-ra ez nem mads, mint a P,(x) Legendre-polinom. Ha az itt szerepld /-edik hat-
vanyt a binomidlis tétel segitségével kifejtjiik, majd a derivalast tagonként elvégez-
ziik, az eredmény a kovetkezo (—m)-edfoku polinom:

n n—1
O (x) = Zak (—l)k xR — g x - Z akﬂ(—l)k xR (F4.2a)
k=0 k=0

ahol:

nzv_Tm} (F4.2b)
és
C(e=m)t 1 m (2¢0-2k)!
N m) e k) (= m =2k (F4.20)

Itt [z] az egész rész, vagyis a z-nél nagyobb egész szdmok koziil legnagyobb. Ez azt
jelenti, hogy

{—m=2n vagy {—m=2n+1. (F4.2d)

Az alabbiakban ezt a két esetet kell majd szétvalasztanunk. (F4.2a)-bol latszik, hogy a

O,m(x) polinom vagy csak paros vagy csak paratlan kitevoji tagokat tartalmaz. A re-
kurzios képleteket legegyszerilibb tételek forméajaban kimondani.

1. tétel. Barmely pozitiv egész /-re és 0 < m < /-re fennall:

(20 +1)cos0Y,,(6,0) = (¢ +1) = m* Y11 (6,0) +N P = m?Y,_, . (6,0).
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Bizonyitas. Nyilvan elég megmutatni, hogy:
20+ 1)x0,, (%) = (L +1)* =m> Oy (x) + V2 =2 O,y (). (F4.3)

Az xQ,(x) polinomroél levalasztjuk a legmagasabb foka hatvanyt:

n—1

fom(x) = qyx'T" — z Ay (—l)k x!me2k (F4.4a)
k=0

Innen hidnyzik x 0-adik hatvdnya. (F4.2a) alapjan felirhatjuk a Q,_1u(x) és Q11 m(x)
polinomokat is:

Oy1m(x) = ibk (-1)" w2k (F4.4b)
k=0

n+1

Qf+1,m (x) _ ch (—l)k =2k _
k=0

= cox' T — Zn:ckﬂ(—l)k x/mak (F4.4¢)
k=0
ahol
(=1-m)! 1 (z-j (20-2-2k)!
by = - . k<n, (F4.5a)
(0=1+m)! (e-1)127'\ & J(£=1-m=2k)!

=m0 [“1}((2“2‘2")’ k<ntl.  (F4.5b)

T (C+1+m) (0+1)12 0 & (0+1=m=2k)1

Az (F4.4.b) és (F4.4.c) polinomok utolso tagjanal szét kell valasztani az (F4.2d) alatti

eseteket. Az utolsé tag indexe (F4.2b) szerint rendre k = [((—1-m)/2] és [({+1-m)/2].
A szétvalasztando esetekben ezek értéke:

Amikor / —m=2n:
[((—1-m)/2] = n—1, illetve [((+1-m)/2] = n.

Tehat (F4.4b)-ben és (F4.4c)-ben csak ugy maradhat meg az utolso tag k = n, illetve
k = n+1 indexe, ha ekkor b, = 0, illetve ¢,+1 = 0.

Amikor / —m=2n+1;:

[((—1-m)/2] = n, illetve [(¢+1-m)/2] = n+t1.
Tehat (F4.4b)-ben és (F4.4c)-ben az utolso6 tag nem tlinik el, nevezetesen:
(=1-m)! 1 (f—lj
b, = (—1+m)!, F4.5¢
" (g_1+m)!(£_1)!2z—1 n ( m) ( )
(¢+1-m)! 1 (€+1J(€+1+ ) (F4.5d)
Copy = m)!. :
(T m) (041125 (n ]
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Az (F4.3) 6sszefliggésnek a polinomok azonos kitevdjli tagjaira kiilon-kiilon fenn kell
allnia. Harom tipust tagot kell megvizsgalnunk:

e allando tag,

e legmagasabb, (/+1-m)-edfoku tag,

e tObbi tagok.

Az xQ,n(x) polinomnak nincs allandé tagja, tehat a masik két polinom megfe-
lel6 tagjanak egymast ki kell ejtenie, ha a rekurzids képlet fennall. Amikor a b, €s c,+1
egylitthatok eltlinnek, ez trividlis. A masik esetben azt kell belatnunk (vo. (F4.4.b) és
(F4.4¢)), hogy:

(£+1)* =mPc,y (-1)" +4 02 —m?b,(-1)" = 0.

(F4.5¢) és (F4.5d) alapjan ez — némi szamoldssal — belathatd. A legmagasabb foku tag
esetében azt kell belatnunk, hogy:

(20+1)ag =(£+1)" —m?c,,

hiszen Q, 1 »(x)-ben x legmagasabb kitevdje (/—1-m). (F4.2c)-bdl és (F4.5b)-bdl kap-
juk az itt szerepld egyiitthatokat:

(e=m)t 1 (20)!

(C+m) 012" (¢=m)!

ag =

) (¢+1-m)! 1 (20+2)!
(C+14m) (c41)12 (C+1=m)!

Co =

amelyek kielégitik a fenti azonossagot. Marad még annak belatasa, hogy a “tobbi tag”
szintén kielégiti a rekurzios képletet. Egyszerlien ellendrizhetdk az alabbi dsszefiiggé-
sek:

{+m
(f+1) I’I’l Cral —(€+1 m)(m

P, = (e L g,

{=1-m-2k

+1jak+1,

vagyis:

J(E+1) =mP ey +NC —mP b = (20 +1)ay,,,

ami az (F4.4) képletek szerint az (F4.3) rekurzios képlet igazolasat jelenti.

Kovetkezmény. Mivel

Y,

(@)= (-1)"7,,(Q), (F4.6)
a most bebizonyitott tétel negativ m-re is fennall, amig —¢ < m.
2. tétel. Barmely pozitiv egész /-re érvényes a

(20 +1)xP,(x) = (¢ + 1) Py (x) + £P,_y (x)

rekurzids képlet.
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Bizonyitas. Mivel P,(x) = Q,0(x), a tétel m = 0 helyettesitéssel kdvetkezik (F4.3)-bol.
3. tétel. Barmely pozitiv egész /-re 0 < m < ¢ mellett fennall:
(20+1)sin0 ey, (0,0) =

==Y+ m+2)(0+m+1)Y,, 0 (0,0)+ (0= m) (0 =m=1)Y,_,..(6.0).

Bizonyitas. (F4.1a) szerint elég a Q polinomokra bizonyitani a kovetkezd rekurziot:
(20+1)0p, = (4 m+2)(0+m+1)0p1 0 = (L= m)(=m=1)0,_ a1

(F4.7)
(F4.2a) alapjan:
n n—1
Ot (x) = D (<) %2 = dyx ™™ = d (1) 2 (F4.8a)
k=0 k=0
és
n—1
O 1 ()= 2 e (1) 22 (F4.8b)
k=0
ahol:
g (0—m)! 1 (mlj (20+2-2k)! (F4.50)
C+24+m)! (0+1)127F k {—m—2k)!
CW ) ()2 ( ) |
és
C(e=2-m)t 1 [ﬁ—lj (20-2-2k)!
TN (e m)! (=127 ke J(0=2-m=2k)! (7450

(F4.7) jobb oldalanak Q, | n+1(x) (/—2—m)-edfoku polinom, a képletben szerepld masik

két polinom fokszdma pedig azonosan (/—m). Ezért volt célszeri (F4.8a)-ban a leg-
magasabb foku tagot levalasztani. Ezekre vonatkozdan (F4.7) azt allitja, hogy:

(20+1)ag = J(£+m+2)(0+m+1)d,.
Valéban (vo. (F4.2¢) és (F4.8¢)):

_(=m)! 1 (2e+2)
Ez az Osszefliggés ¢ és m minden megengedett értékére fennall. Amikor ¢ =m, és

{=m-1,a Q, 1 m1(x) polinom nem jelenik meg (F4.7) jobb oldalan. Ilyenkor a masik
két polinom 4llando, tehat az imént belattuk (F4.7) érvényességét m e két értékére.
Legyen a tovabbiakban m < /—2. Ekkor minden k& < n—1-re be kell latnunk, hogy:

~(20+ Vagy = —J(L+m+2)(0+m+1)dy (¢ m)(t—m—1)e,.

Ha az itt szerepld egyiitthatokat (F4.2)-bdl ¢és (F4.8)-bol behelyettesitjiik, rovid sza-
molas utan kapjuk legutdbbi 0sszefiiggésiinket.

=(20+1)a,.

4. tétel. Barmely pozitiv egész /-re 0 < m < ¢ mellett fennall:
(2¢+1)sin@e?Y,,,(0,9) =
== J(+m)(+m=1)Y,_,,(0,0)+J(t=m+2)((=m+1)Y,,,(6,0).
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Bizonyitas. El6szor legyen m pozitiv. (F4.1a) szerint elég a Q polinomokra bizonyita-
ni a kovetkezd rekurziot:

20+ 1)(1=22)Qy, = (4 m) (4 m =100,y = (0= m+2)(0 = m+ )01 01

(F4.9a)
Az m =0 esetet kiilon kell vizsgalnunk, hiszen ekkor m—1 negativ, vagyis nem érvé-
nyes az (F4.1a) képlet. (F4.6) alapjan viszont azt kapjuk, hogy ekkor a tétel a kdvet-
kezot allitja:

(20+1)0,0 = = U0 =1)0,_1; +4/(£+2)(¢+1)0,,1; - (F4.9b)

(F4.2a) alapjan:

n+l

Oramr(%)=2 /i (—l)k xR fxt > fial= l)k x!mm2k
k=0 prt

(F4.10a)
és
O ()= g (1) 272 (F4.10b)
k=0
ahol:
- (+2-m)! 1 (€+1j (2¢+2-2k)! (F4.100
(C+m)t (e+1)12'\ k) (€42 -m—2k)!
és
| (e-m) 1 (f—lj(Zé—Z—zk)!
Sk (0=2+m)! (e-1)2"'\ &k ) (0=m=2k)! (74100
Végiil:
n—1
(1 —x? )Q(m (x)= —agx"" "t a, (-1)" xRy D (a + akﬂ)(—l)k x!mmk
k=0
(F4.11)

(F4.9a) fennallashoz a kdvetkezd azonossagoknak kell fennallniuk. 0 < k£ < n—1 mel-
lett:

(2K+1)(ak +ak+1):\/(€+m)(£+m—1)gk +\/(£—m+2)(f—m+1)fk+l,
tovabba:

(20+1)ag = J(L=m+2)(t-m+1)f,,

(20+1)a, = (L+m)(t+m=1)g, +((-=m+2)t-=m+1)f,,,.

Behelyettesitéssel meggyézédhetiink az elsé két azonossag fennallasarol. (Utmutatas
az elsére vonatkozdan: ha mindkét oldalt a+1-gyel osztjuk, egyszerlien kezelhetd kép-
letekre jutunk.) Az utols6 azonossag esetében meg kell kiillonbdztetni az (F4.2d) alatti

eseteket. Paratlan (/—m) esetén mindegyik egyiitthat6 eltlinik. A masik esetben:
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L (t—m)! 1 (E](“_m)!’

"\ (C+m) 2t \n
| (e-m) 1 (ﬁ—lj ~ |

gn = (£_2+m)!(€_1)!26_1 " (f 2+m).,
_(e+2-m)! 1 (£+1

T\ (Cem)t (ee1)2™

j(€+m)!.

n+1

Ezek behelyettesitésével egyszertien kapjuk a harmadik azonossagot is. Végered-
ményben belattuk (F4.9a) fennallasat. Hatravan még (F4.9b) bizonyitasa. Ezt az Olva-
sora bizzuk, mert a fenti modszerrel egyszeriien elvégezhetd.

Kovetkezmény. A 3. és 4. tétel érvényes negativ m-re is, amig —¢ < m. Helyettesitsiink
ugyanis a 3. tételben m helyére —m-et:

(2¢+1)sin0 ey, _,(6,9) =

== J(t=m+2)(t=m+ 1Y, i (0.0)+ (¢ +m) e+ m=1)Y,, _,.(0,0).
(F4.6) alapjan ez igy irhato:

(20+1)sin@ ey, (6,9) =

= J(t=m+2)(t=m+ )Y, (0.0)— (¢ +m)c+m-1)Y),, (6.0).

Ha mindkét oldal komplex konjugaltjat vessziik, a 4. tételt kapjuk. Hasonldan lathat-
juk be, hogy a 4. tétel is érvényes negativ m-re.

5. tétel. Barmely pozitiv egész /-re érvényes a

(1 B xz) dp,(x) (¢ +1) (P (x) = Pray (%))

& 20+1

rekurzids képlet.

Bizonyitéas. A tétel az (F4.9a) rekurzids képlet egyenes kovetkezménye. A 2. tétel bi-
zonyitasanal lattuk, hogy P,(x) = Q,0(x). (F4.1b)-bdl kovetkezik:

dP,(x
% = UL +1)0,(x).
(F4.9a)-ban m = 1-et helyettesitiink:

(20+1)(1=2)0s1 = AL+ 10,10 = A1+ 1)Qr0-

Ebbdl — elébbi képletiink figyelembevételével — adodik a tétel.
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